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   ها گراف                                                      

  
  

  

م يگوي مي (nodes)ها  يا گره (Vertices)ها رئوس  اي از نقاط كه به آن از مجموعه Gهر گراف مانند 
كننـد تشـكيل    كه بين برخي از رئوس اتصـالاتي ايجـاد مـي    (Edges)ها  اي از يال به همراه مجموعه

  توان با يك زوج مرتب نشان داد. براي مثال به گراف زير توجه كنيد: ود. هر يال را ميش مي

  
  Gگراف ) 1شكل (

Vعضوي به صـورت   4ي  ي رئوس يك مجموعه در اين گراف، مجموعه {a , b ,c ,d}=   اسـت و
Eها را به صورت  ي يال مجموعه {(a ,b) , (b ,c) , (c ,c)}= هـاي   جه كنيد كه يالدهيم. تو نشان مي

a)دار هستند به همين دليل  اين گراف جهت ,b) E∈  اما(b ,a) E∉.  
c)يالي مانند  ,c) نامنـد. بـراي هركـدام از     شـود، طـوق مـي    را كه از يك رأس به خودش رسم مي

ي ورودي  هـاي ورودي را درجـه   خروجي و تعداد يـال ي  هاي خروجي را درجه رئوس، تعداد يال
  داريم: aناميم. براي رأس  مي

deg (a) 0−=   aي ورودي  درجه =
deg (a) 1+=   aي خروجي  درجه =

توان ماتريسي به نام ماتريس همسايگي (مجاورت) تشـكيل داد كـه هـر سـطر و      مي Gبراي گراف 
هاي موجـود در   ي يال دهنده هاي ماتريس نشان يك رأس از گراف باشد و درايه ي ستون آن نماينده

  ) ماتريس مجاورت به اين صورت است:1گراف باشند. براي گراف شكل (
a b c d

a 0 1 0 0

b 0 0 1 0
A

c 0 0 1 0

d 0 0 0 0

 
 
 =
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a)هـاي   دار، فقـط يـال   از آنجا كه در اين گراف جهـت  ,b)  و(b ,c)  و(c ,c)    وجـود دارنـد، در
  هستند.  0ها  دارند و ساير درايه 1ها مقدار  ماتريس مجاورت فقط همين درايه

  توجه كنيد كه:
  دهد. ي خروجي آن رأس را نشان مي مجموع هر سطر از ماتريس مجاورت، درجه -
  دهد.  رأس را نشان ميي ورودي آن  مجموع هر ستون از ماتريس مجاورت، درجه -
a)ي  دار بوده اسـت. مـثلاً درايـه    جهت Gدهد كه گراف  نشان مي Aنامتقارن بودن ماتريس  - ,b) 

b)ي  است اما درايه 1برابر  ,a)  .برابر با صفر است  

  (simple)هاي ساده  گراف

هاي ساده روبـرو هسـتيم. گـراف سـاده گرافـي اسـت كـه         در اغلب كاربردهاي گراف، ما با گراف
ها دو طرفه هستند) در ضمن طوق هم ندارد. علاوه بـر   دار نيستند (يعني همه يال هاي آن جهت يال

اين دو شرط، در ترسيم گراف ساده، يال مضاعف نبايد به كار رفته باشد. يعنـي اگـر يـالي بـين دو     
نشان بدهيم بلكه رسم يك يال كـافي   صورت  وجود دارد، نبايد آن را به bو  aرأس 
  است:

  
  ) يك گراف ساده است:2در شكل ( Gگراف 

  
  )2شكل (

V  ي رئوس برابر است با: مجموعهدر اين گراف  {a , b ,c ,d}=   
  هاست: ي متقارن از زوج مرتب ها، يك مجموعه ي يال مجموعه

E {(a ,b) , (b ,a) , (a ,c) , (c ,a)}=   
  يك ماتريس متقارن است: Gرت گراف ماتريس مجاو

a b c d

a 0 1 1 0

b 1 0 0 0
A

c 1 0 0 0

d 0 0 0 0

 
 
 =
 
 
 

   

  متوجه موارد زير خواهيم شد: Aبا اندكي دقت به ماتريس 
  دار است.   غيرجهت Gمتقارن است زيرا گراف  Aماتريس  -
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  طوق ندارد.  Gهستند زيرا گراف  0همگي برابر با  Aقطر اصلي ماتريس  -
ي خروجـي آن برابـر اسـت و در نتيجـه      ورودي هر رأس با درجه ي ، درجهGي  در گراف ساده -

 هاي روي ستون مربوط بـه آن    هاي روي سطر با مجموع درايه ) مجموع درايهaبراي هر رأس (مثلاً 
  رأس برابر است.  

  ) درجات رئوس به اين ترتيب است:2ي شكل ( در گراف ساده
deg(a) 2 , deg(b) 1 , deg(c) 1 , deg(d) 0= = = =   

  ناميم.  مي (Isolated)ي صفر است، يك رأس تنها  درجه را كه داراي dرأس 
  دهد.  هاي آن را نشان مي ي بين درجات گراف ساده با تعداد يال ي زير رابطه قضيه
   ها. برابر تعداد يال 2با است ي رئوس، برابر  : در هر گراف ساده، مجموع درجات همهقضيه

شود، يك درجه بـه هركـدام از دو    اف اضافه مياثبات اين قضيه بسيار ساده است. هر يال كه به گر
  كند.   درجه به مجموع كل درجات گراف اضافه مي 2شود پس هر يال،  سر آن اضافه مي

  ) را در نظر بگيريد. 3ي شكل ( براي مثال گراف ساده

  
  )3شكل (

5

i
i 1

deg(V ) 1 3 2 2 2 10

=
= = + + + +   مجموع درجات همه رئوس  ∑=

10
e 5

2
= =    ⇒ها اد يالتعد =

eها را معمولاً با  ل تعداد كل يا E= شود: بندي مي دهيم. قضيه بالا به اين صورت فرمول نشان مي  

i

i
V V

deg(V ) 2e

∈
=∑  

همـين   ي رئوس همواره بايد عددي زوج باشد، بـه  : در هر گراف ساده، مجموع درجات همهنتيجه
  دليل تعداد رئوسي كه درجه فرد دارند، بايد زوج باشد. 

باشد. (سـعي   3,1,1,0رأس با درجات  4اي وجود ندارد كه داراي  به عنوان مثال، هيچ گراف ساده
درجـات،   ي كنيد رسم كنيد). در واقع چون تعـداد درجـات فـرد، عـددي فـرد اسـت، ايـن دنبالـه        

  وط به يك گراف ساده باشد.  تواند مرب نمي

  هاي گرافي (ترسيمي) دنباله

1ي دنباله 2 nd ,d ,...,d گوييم هرگاه يك گراف ساده با  ي ترسيمي (گرافي) مي را يك دنبالهn  رأس
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nوجود داشته باشد كـه درجـات رئـوس آن همـين اعـداد       1d ,...,d     ي  باشـند. بـراي مثـال دنبالـه
رأس دارد و درجـات   4ي زير را رسـم كـرد كـه     توان گراف ساده است زيرا مي يترسيم 2,1,1,0

  هستند:  0و  1و  1و  2رئوس آن همين اعداد 

  
  )4شكل (

توان فهميد كه دنبالـه   وقتي تعداد اعداد دنباله، كم باشد، خيلي راحت و فقط با يك تجسم ساده مي
 1و  1و  1و  1ترسـيمي هسـت (يـك مثلـث) همچنـين       2و  2و  2. مـثلاً  ترسيمي هست يا خيـر 

زيـاد باشـد و    (n)ترسيمي هست (دو پاره خط جدا از هم). اما در مواردي كه تعداد اعضاي دنباله 
id   هـا ترسـيمي   ها اعداد بزرگتري باشند نياز به يك الگوريتم داريم كه مشخص كنـد كـدام دنبالـه 

  دهيم.  هستند. اين الگوريتم را با چند مثال توضيح مي

  ي زير گرافي است؟ آيا دنباله :مثال
2,3,3,2 ,1,5   

  : پاسخ
شود كه دنباله ترسيمي نيست. در اين  اگر تعداد فردها، فرد باشد، در همين آغاز كار مشخص مي -

  ه بدهيم. مثال تعداد فردها زوج است پس بايد بررسي را ادام
nتواند  ي هر رأس حداكثر مي رأس دارد، درجه nاي كه  در گراف ساده - باشد پس اگر يكـي   −1

شود كه دنبالـه ترسـيمي نيسـت. در     باشد از همان ابتدا مشخص مي nها بزرگتر يا مساوي  از درجه
nاين مثال  هسـتند پـس ايـن اشـكال      6تاست) و همه درجات كمتر از  6، است (تعداد اعداد =6

  وجود ندارد و بايد بررسي را ادامه بدهيم. 
شود كه دنبالـه داده شـده    شكال بالا به وجود آمد، مشخص ميدر هر مرحله از كار، هر كدام از دو ا

  كنيم.  ي الگوريتم نداريم. اكنون الگوريتم را آغاز مي ترسيمي نيست و نيازي به ادامه
  : اعداد داده شده را به شكل نزولي مرتب كنيد.  گام اول

5,3,3,2 ,2,1   
بزرگترين عدد را كه در ابتداي ليست قرار دارد، حذف كنيـد. در ضـمن چـون ايـن عـدد       گام دوم:
  عدد بعدي، هركدام يك واحد كم كنيد.  5است، از  5برابر با 

  .}كرديم يك واحد كم مي  عدد بعدي، هركدام 3بود، از  3{اگر اين عدد مثلاً برابر با 
5 3 3 2 2 1

2 2 1 1 0
   

  را داريم.  2,2,1,1,0تر  تر و كوتاه ي ساده حالا دنباله
  كنيم: گرديم و الگوريتم را تكرار مي به گام اول برمي
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2 2 1 1 0

↓
����   

                                                                              1 0 1 0
���

    
  ي داده شده است.  ي ترسيمي بودن دنباله ي ثابت صفر برسد، نشانه هرگاه الگوريتم به دنباله

سازي و حذف را آنقدر تكرار  نويسي كنيم، دستورات مرتب اگر بخواهيم براي اين كار برنامه
  ي اعداد به صفر برسند يا يك عدد منفي به وجود آيد.  كنيم كه همه مي

ي  ي ترسيمي بودن و اگر يك عدد منفي به وجود آمد، نشانه اگر به دنباله ثابت صفر رسيديم، نشانه
  ترسيمي نبودن دنباله است. 

  نامند.  حكيمي) مي –الگوريتم فوق را الگوريتم (هاول 

  ي درجات يك گراف ساده است؟ زير، دنبالههاي  كداميك از دنباله :مثال
  1 (5,3, 2,2 ,1     2 (5,4,3,2 ,2 ,1   
  3 (4,4,3,2 ,1     4 (3,3,2 ,1,1   

nرئوس (تعداد كل اعداد داده شده) برابر بـا   ل) تعداد ك1ي ( : در گزينهپاسخ اسـت بنـابراين    =5
1dي  وجود يك رأس از درجه   دهد اين دنباله ترسيمي نيست.   نشان مي =5

) را 3) تعداد درجات فرد، عددي فرد است پس اين دنباله هم ترسيمي نيست. گزينـه ( 2در گزينه (
  كنيم.   حكيمي بررسي مي –با استفاده از الگوريتم هاول 

4,4,3,2 ,1   
  كنيم: عدد بعدي هركدام يك واحد كم مي 4كنيم و از  را حذف مي 4

3,2,1,0   
عدد بعدي هركدام يك واحد كم كنيم. اما با اين كـار بـه مقـدار     3را حذف كنيم و از  3اكنون بايد 

  منفي خواهيم رسيد:
1,0, 1−   

  نباله ترسيمي نيست.  پس اين د
  كنيم: حكيمي بررسي مي –) را با استفاده از الگوريتم هاول 4اكنون گزينه (

3,3,2 ,1,1   
  عدد بعدي:  3و كم كردن يك واحد از  3حذف كردن 

2,1,0,1   
  مرتب كردن اعداد: 

2,1,1,0   
  عدد بعدي:  2يك واحد از و كم كردن  2حذف 

0,0,0   
  ) ترسيمي است.  4ي ( ي ثابت صفر رسيديم پس گزينه به دنباله
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  چند مفهوم مقدماتي

  را در نظر بگيريد: Gي  گراف ساده

  
  خواهيم مفاهيم گشت، گذر، مسير و دور را توضيح بدهيم. با استفاده از اين گراف مي

ناميم. در گشت، عبور از يـال   ي متناهي از رئوس مجاور را يك گشت مي الههر دنب :(walk)گشت 
  يك گشت است. a c a d c bو رأس تكراري مجاز است. براي مثال 

البته عبـور از رأس  ناميم.  اگر در گشت، يال تكراري نداشته باشيم آن را يك گذر مي: (trail)گذر 
  ناميم. ر است. گذر بسته را يك مدار مييك گذ a d c a bبراي مثال  مجاز است. يتكرار

نـاميم.   اگر يك گذر، رأس تكراري نداشته باشد، آن را گذر ساده يا همان مسـير مـي  : (path)مسير 
nداراي  nاست. مسير به طول  3يك مسير به طول  a d c bبراي مثال  را بـا  رأس اسـت و آن   +1

nعلامت 1P   دهيم. نشان مي +

هر دنباله متناهي از رئوس مجاور كه رأس تكراري نداشته باشد اما ابتدا و انتهـاي آن  : (cycle)دور 
 nاست. دور بـه طـول    4يك دور به طول  a b c d aناميم. براي مثال  بر هم منطبق باشند را دور مي

  ناميم. مي nCرا 

  ي مشهور   ههاي ساد گراف

  :(Empty)گراف تهي  -1
نامند. براي مثال شكل زير يـك گـراف تهـي بـا      گرافي كه هيچ يالي نداشته باشد را گراف تهي مي

n   دهد.  رأس را نشان مي =3

  
  :(complete)گراف كامل  -2

شـند يـك گـراف كامـل     هاي ممكن وجـود داشـته با   ي يال رأسي را كه در آن همه nي  گراف ساده
  دهند.  نشان مي nkنامند و با  مي
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هاي رياضـي آن مهـم اسـت.     ها مهم نيست بلكه ويژگي ي ترسيم گراف توجه داشته باشيد كه نحوه
  توان به صورت زير هم رسم كرد: را مي 4kبراي مثال گراف 

  
 4kرأس داشته باشد و همه رئوس به هم متصل باشند از نظـر مـا گـراف     4كه در واقع هر گرافي 

  است.  
ها را بـه   هاي آن ي ويژگي ها هستند و لازم است همه ي بسيار مهمي از گراف هاي كامل دسته گراف

  خوبي مطالعه كنيد. 
nي  هـا از درجـه   ي آن رأس است، همه nداراي  nkبراي شروع، به ياد داشته باشيد كه گراف  1− 

  برابر است با: nk هاي گراف هستند در نتيجه تعداد يال
n

i
i 1

1 n(n 1)
e deg(V )

2 2=

−
= =∑   

رأس اسـت و بـين هـر     nداراي  nkتوان به صورت ديگري انجام داد. گراف  همين استدلال را مي
  برابر است با: nkهاي گراف  ها دقيقاً يك يال وجود دارد پس تعداد يال جفت از آن

n n(n 1)
e

2 2

  −
= = 
 

   

برابـر تعـداد    2ي رئـوس،   دار، مجمـوع درجـات همـه    هاي غيرجهت گفتيم كه در گراف :توجهتوجهتوجهتوجه    �
  هاست: يال

n

i
i 1

deg(V ) 2e

=
=∑   

idegدار باشد، هـر رأس داراي يـك درجـه ورودي     حالا اگر گرافي جهت (V ي  و يـك درجـه   −(
idegخروجي  (V   آيد: است و حكم بالا به اين صورت درمي +(

n n

i i
i 1 i 1

deg (V ) deg (V ) e
− +

= =
= =∑ ∑   

  وع همه درجات خروجـي برابـر اسـت و هركـدام     م، با مجبه عبارتي مجموع همه درجات ورودي
  ها را نشان بدهند. سـوالي كـه در اينجـا ممكـن اسـت مطـرح شـود آن         توانند تعداد يال ها مي از آن

با مجموع مربعات درجات خروجي برابر است يـا   نيزاست كه آيا مجموع مربعات درجات ورودي 
  خير؟
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به عبارتي آيا تساوي 
n n

2 2
i i

i 1 i 1

(deg (V )) (deg (V ))
− +

= =
=∑   برقرار است؟ ∑

شويد كه اين تساوي لزوماً برقرار نيسـت. مـثلاً در شـكل     با بررسي چند مثال خيلي زود متوجه مي
  زير:

3
2 2

i
i 1

(deg (V )) 0 2 0 4
−

=
= + + =∑   

3
2 2 2

i
i 1

(deg (V )) 1 0 1 2
+

=
= + + =∑   

n(kاما به ياد داشته باشيد كه در مورد يك گراف كامل  دار كنـيم،   هاي آن را جهت كه يالهرطور  (
*دار شده را  تساوي بالا برقرار باقي خواهند ماند. گراف كامل جهت

nk  (تورنمنت)نامند. نمونـه   مي
*زير يك 

4k :است  

  
  تحقيق كنيد كه تساوي فوق در مورد اين گراف، برقرار است.  

  :(m-regular)منتظم  -mهاي  گراف -3
ناميم. شكل زير  منتظم مي -mباشند، يك گراف  mي  هر گراف ساده را كه همه رئوس آن از درجه

nمنتظم با  -3يك گراف    دهد: رأس را نشان مي =10

  
nبا  Gمنتظم  3-گراف    رأس =10

n)، يك گـراف  nkبينيد كه هر گراف  د ميهاي كامل توجه كني اگر به گراف منـتظم اسـت.    -−(1
  منتظم است.   -0همچنين گراف تهي، گرافي 

  رأس وجود دارد؟ 9منتظم با  -3: آيا گرافي سوال
nپاسخ: اگر گرافي با  mها  ي هر كدام از آن أس وجود داشته باشد كه درجهر =9 باشد آنگاه  =3

nmي رئوس برابر با  مجموع درجات همه هاي سـاده غيـرممكن اسـت     است كه براي گراف =27
  . رأس وجود ندارد 9منتظم با  -3زيرا مجموع درجات بايد عددي زوج باشد. پس گراف 

عـددي زوج باشـد و در ضـمن     nmرأس آن اسـت كـه    nمنتظم با  -mدرواقع شرط وجود گراف 
m n 1≤   باشد.   −
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  :(cycle)هاي دوري  گراف -4
نشـان   nCناميم و با  شود را گراف دوري مي تشكيل مي nگرافي كه فقط از يك دور ساده به طول 

n. واضح است كه براي تشكيل يك دور بايد دهيم مي   باشد.   ≤3

  

nC  دارايn  رأس وn  است.   2يال است و درجه همه رئوس آن برابر با  

n(Cمنتظم يك گراف دوري  -2: آيا هر گراف سوال   است؟ (
 2ها برابـر بـا    ي همه آن رأس كه درجه 6گرافي باشد داراي  Gفرض كنيد  براي مثال –: خير پاسخ

  باشد. (شكل سمت چپ)   6Cباشد. اين گراف ممكن است همان 
يل شده باشد. (شكل هستند تشك 3Cنباشد بلكه از دو قطعه كه هركدام  6Cهمچنين ممكن است 

  سمت راست)  

    
  رأس است.  6منتظم با  -2گرافي  6C  رأس است. 6منتظم و داراي  -2 نيزاين گراف 

  )6شكل (

  در اينجا لازم است با مفهوم همبندي گراف آشنا شويم.  
 Gدو رأس متفـاوت در  گوييم هرگـاه بـين هـر     (Connected)را همبند يا متصل  G: گراف تعريف

  مسيري (شامل يك يا چند يال) وجود داشته باشد. 
ي  هـا يـك مولفـه    شود كه بـه هركـدام از آن   هر گراف ناهمبند، از تعدادي گراف همبند تشكيل مي

  گوييم.   مي Gهمبندي 
 6C)، گراف سمت چپ گرافي همبند است و فقط يك مولفه دارد كـه همـان  6ي ( در شكل شماره

  هستند.  3Cي همبند دارد كه هركدام  است. اما گراف سمت راست ناهمبند است و دو مولفه
ي همبند تشكيل شـده اسـت. در    قطعه 3بينيد كه از  گرافي ناهمبند را مي ])7شكل ([در شكل زير 

  دهيم. نشان مي K(G)را با  Gمبندي گراف هاي ه ي همبندي است. تعداد مولفه مولفه 3واقع داراي 

   
  )7شكل (
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nGمنتظم و همبند باشد آنگاه  −2گرافي  Gهرگاه :  نكتـه � C=   است كـهn    تعـداد رئـوسG 
  است.
گـراف  اضـافه كنيـد،    nي  يـك رأس درجـه   nCاگر بـه گـراف    :توجهتوجهتوجهتوجه    �

  ناميم. مي nWآيد كه آن را  به دست مي (Wheel)چرخشي 
nاين گراف داراي      يال است. 2nرأس و  +1

  

  :(Forest)و جنگل  (Tree)درخت  -5
ون دور باشد اما همبند نباشـد، از  ناميم. اگر گرافي بد ن دور را يك درخت ميوهر گراف همبند بد

ها درخت هستند. چنـين گرافـي را يـك جنگـل      ي همبند تشكيل شده كه هر كدام از آن چند مولفه
  ناميم.  مي

  درخت تشكيل شده است.   2يك جنگل است كه از  2Gيك درخت است اما  1Gدر شكل زير 

  
  ها با هم معادلند: اين گزارهيال باشد.  eرأس و  nگرافي با  Gفرض كنيم  :قضيه
  يك درخت است.   G) گراف 1
  همبند و بدون دور است.   G) گراف 2
eهمبند است و  G) گراف 3 n 1= −.  
eبدون دور است و  G) گراف 4 n 1= −.  

eهمبند بودن، بدون دور بودن و  به طور خلاصه، از سه ويژگي n 1= هـا را   اگر يك جفت از آن −
شود كه گـراف مـوردنظر يـك درخـت      شود و در ضمن معلوم مي داشته باشيم، سومي هم ثابت مي

  است.  

پيش از اين ديديم كه در هر گراف ساده،  :1نتيجه 
n

i
i 1

deg(V ) 2e

=
  است.   ∑=

  رأس خواهيم داشت: nمورد هر درخت با  بنابراين در
n

i
i 1

e n 1 deg(V ) 2n 2

=
= − ⇒ = −∑   

يـك   حداقلپيش از اين گفتيم كه در هر گراف همبند، بين هر دو رأس متفاوت از گراف،  :2نتيجه 
ها از آنجا كه دوري وجود ندارد، بين هر دو رأس متفاوت،  مسير وجود دارد. حالا در مورد درخت
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  رأس برابر است با: nد دارد. بهمين دليل تعداد كل مسيرها در يك درخت با يك مسير وجو دقيقاً

 n n(n 1)

2 2

  −
= 

 
   

eها برابر با  از طرفي مسيرهاي به طول يك يعني همان يال n 1= هـا را از   هستند. اگر تعداد يـال  −
  به دست خواهد آمد: 2داقل تعداد كل مسيرها كم كنيم، تعداد مسيرهاي با طول ح

n n(n 1)

2 2

  −
= = 
 

  رأس  nتعداد كل مسيرها در درخت با  
n (n 1)(n 2)

(n 1)
2 2

  − −
= − − = 
 

  رأس  nدر درختي با  2تعداد مسيرهاي با طول حداقل  

نابـديهي  ناميم. هر درخت  ها يا رئوس معلق مي ي يك را برگ : در هر درخت، رئوس درجهتعريف
  درخت بديهي فقط يك رأس دارد.برگ است.  2اي حداقل دار

باشـد   idي  هاي مياني درجه تعداد رأس imناميم. اگر  رئوس غيربرگ را رأس مياني مي :توجهتوجهتوجهتوجه    �
iي  ها از رابطه آنگاه تعداد برگ i2 m (d 2)= + −∑ℓ آيد. به دست مي  

نـاميم. در واقـع قطـر درخـت      مـي  (diameter)درخت، طول بزرگترين مسير را قطر درخت در هر 
  ي بين دو برگ آن.  برابر است با بيشترين فاصله

nيك درخت با  T: گراف مثال   رأس است.  =8

T:    

در واقـع   اسـت.  5هاي اين درخـت هسـتند. قطـر ايـن درخـت برابـر بـا         برگ bو  x ،w ،aرئوس 
  )  xاز  aي  است. (مثلاً فاصله 5ترين مسير در اين درخت داراي طول  طولاني

nاين درخت داراي  eها برابر بـا   رأس است بنابراين تعداد كل يال =8 n 1 7= − و تعـداد كـل    =

8مسيرها برابر با 
28

2

 
= 

 
  است.   

هاي اين درخت، به يك گـراف   در مثال بالا توجه كنيد. با حذف هركدام از يال Tون به درخت اكن
ناهمبند خواهيد رسيد. از طرفي با اضافه كردن هر يال جديد به اين درخت، يك دور ايجاد خواهد 

  شود به عبارتي قضيه زير برقرار است: ها ديده مي ها فقط در درخت شد، اين ويژگي
  هاي زير معادل هستند: : گزارهقضيه
1 (G ي رئوس  يك درخت با مجموعهV هاي  يال  و مجموعهE   .است  
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a) به ازاي هر 2 ,b V∈  اگر(a ,b) E∈          باشد، بـا حـذف ايـن يـال بـه يـك گـراف ناهمبنـد
a)خواهيم رسيد.  b)≠   

a) به ازاي هر 3 ,b V∈  اگر(a ,b) E∉  آنگاه با اضافه كردن يال(a ,b)    يـك دور در گـراف
a)شود.  ايجاد مي b)≠   

  گراف دوبخشي: -6
 Xجزاي را بتوان به دو بخش م Gهاي  ي رأس را دو بخشي گوييم هرگاه مجموعه Gي  گراف ساده

با هم مجاور نباشـند و هـر    Yبا هم مجاور نباشند، اعضاي  Xاي كه اعضاي  افراز كرد به گونه Yو 
eيال مانند  (x, y)=  بينx X∈  وy Y∈  باشد. گرافG :يك گراف دوبخشي است  

  
|اگر  X | n=  و| Y | m= هاي ممكن بين  ي يال و گراف دوبخشي داراي همهX  وY   باشـد، آن را

eداراي  n,mkدهيم. گـراف   نشان مي m,nkيا  n,mkناميم و با  گراف دوبخشي كامل مي nm= 
  يال است.

آيد كه  ها هنگامي به دست مي حداكثر تعداد يالرأس باشد،  Nگرافي دوبخشي با  Gاگر  :توجـه توجـه توجـه توجـه     �
N

n m
2

= 2Nباشد يعني  =
e ( )

2
≤.  

Nها  فرد باشد، حداكثر تعداد يال Nالبته اگر  1 N 1
e ( )( )

2 2

− +
   است. ≥

  اي اويلريه گراف
آغاز كنيد، و بدون برداشتن قلم از روي كاغذ،  aي  توانيد از نقطه به گراف مقابل توجه كنيد. آيا مي

  برسيد؟ bها را رسم كنيد، از هر يال دقيقاً يك بار عبور كنيد و در نهايت به  ي يال همه

  
توان از ايـن رئـوس    ميشويد كه اين كار ممكن است. براي مثال، به ترتيب  با كمي تأمل متوجه مي

  عبور كرد:
a b c d e a d b  
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ي اين رأس زوج اسـت.   توجه كنيد، درجه dي  گويند. به نقطه به چنين گذري، يك گذر اويلري مي
ي  به همين دليل ما مي توانستيم به ازاي هر ورود به اين نقطه، يك خروج هم داشته باشـيم. درجـه  

شـويم بايـد    هـا وارد مـي   د زيرا هربار كه به يكـي از آن ي رئوس مياني اين گذر بايد زوج باش همه
كه در ابتدا و انتهاي گذر قرار دارند فرد اسـت.   bو  aي رئوس  خارج شويم. اما درجه آنبتوانيم از 

در ايـم.   انجـام داده باشـيم، از آن خـارج شـده     aي شروع، بدون آن كه ورودي به  در واقع در نقطه
يك ورود داشتيم بدون آنكه ديگر از اين نقطه خارج شويم. با كمي هم در آخرين مرحله  bي  نقطه

  شويد. دقت به توضيحات فوق متوجه حكم زير مي
است اگر و تنها اگر  bو  aداراي يك گذر اويلري با ابتدا و انتهاي  Gي  گراف همبند و ساده حكم:
  فرد باشد اما درجه ي ساير رئوس زوج باشد.   bو  aي دو رأس  درجه

  هاي زير داراي گذر اويلري است؟ : كداميك از گرافلمثا

1 (4k   2 (3,4k   3 (G:  4 (H:  

  صحيح است.   )4(: گزينه پاسخ
  دارد.(فرد) هستند پس گذر اويلري ن 3ها از درجه  ي آن رأس است كه همه 4، داراي 4kگراف 
  است پس گذر اويلري ندارد.  4رأس درجه  3(فرد) و  3 درجه رأس 4داراي  3,4kگراف 
  (فرد) دارد پس اين گراف هم گذر اويلري ندارد.  3رأس درجه  4و  2يك رأس درجه  Gگراف 

اي گذر اويلـري باشـند.   توانند ابتدا و انته ي فرد داريم كه مي فقط دو رأس با درجه Hاما در گراف 
  است.   a c d a b y x bيكي از گذرهاي اويلري در اين گراف به صورت 

  
ها را طـي كنـيم، از هـر يـال      ي يال آغاز كنيم، همه aاي مانند  خواهيم از نقطه اكنون فرض كنيد مي

گـوييم   مـي بازگرديم. اگر اين كار ممكن باشـد،   aدقيقاً يك بار بگذريم، و در نهايت به همان رأس 
  اويلري است. داراي مدار  Gگراف 

  ناميم.   مي "اويلري"داراي مدار اويلري باشد، آن را اصطلاحاً  Gهرگاه گراف 
اگر به توضيحاتي كه در مورد درجات رئـوس در يـك گـذر اويلـري داديـم، توجـه كنيـد متوجـه         

چه در ابتدا و انتهـاي   ي رئوس بايد زوج باشد زيرا ي همه شويد كه در يك مدار اويلري، درجه مي
  وج داريم. رمدار و چه در رئوس مياني آن، به ازاي هر بار ورود، يك بار خ
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ي  ي همـه  اويلري است، (مدار اويلري دارد) اگر و تنها اگـر درجـه   Gي  : گراف همبند و سادهنتيجه
  رئوس آن زوج باشد. 

  گسبرگ)  يهاي كون : (پلمثال

  
كننـد.   ي كوچك را به هم متصل مـي  ف رودخانه و دو جزيرهگسبرگ، هفت پل دو طريدر شهر كون

ها بود. او به اين فكـر افتـاد كـه از يـك نقطـه       اويلر به همراه نامزدش در حال گردش روي اين پل
ي اول بـاز   ها را طي كند، از هر پل دقيقاً يك بار بگذرد و در پايـان بـه نقطـه    ي پل شروع كند، همه

  گردد. آيا اين فكر عملي است؟
  گيريم: روي را به صورت يك گراف در نظر مي : مسيرهاي پيادهپاسخ

ي  ي فرد است، بنابراين مدار اويلري ندارد و ايده رأس با درجه 4اين گراف داراي  
  آقاي اويلر قابل اجرا نيست.  

    :توجهتوجهتوجهتوجه    �
nبراي هر  -   است.  2ي همه رئوس آن  ويلري است زيرا درجها nCي  ، دور ساده≤3
2mگراف  - 1K   اويلري نيست.   2mKاست. اما  2mي هر رأس آن  اويلري است زيرا درجه +
    هر دو زوج باشند. mو  nبه شرطي اويلري است كه  n,mKگراف كامل دو بخشي  -

 4,6kاويلـري نيسـتند امـا     4,5kو  3,5kاويلـري نيسـت.    6kاويلري است امـا   5kبراي مثال 
  اويلري است.  

  دارد؟ 3است. اين درخت چند مسير به طول  رأس 12گذر اويلري دارد و داراي  T: درخت مثال
   .7و حداكثر  4) حداقل 2  ي رئوس مياني دارد.  بستگي به درجه) 1  
  دارد.  3مسير به طول  8) 4  دارد.  3مسير به طول  9) 3  

فاقد دور است بنابراين قطعاً مدار اويلري ندارد. اما طبق فرض داراي گذر اويلري  T: درخت پاسخ
  ي فرد است.   دقيقاً داراي دو رأس درجه است. بنابراين
ي  برگ (رأس درجه يك) است. با در نظر گرفتن دو جملـه  2حداقل داراي  Tدانيم كه  از طرفي مي

رأس اسـت.   12يك مسير ساده با  Tبرگ است به عبارتي  2دقيقاً داراي  Tگيريم كه  قبل، نتيجه مي
12Tيعني  P=.  
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  است.   9در اين درخت برابر است با  3رهاي به طول تعداد مسي

nبرابر با  nPي  در يك مسير ساده kبه طول كلي تعداد مسيرهاي به طول  k−   .است  

  دار هاي جهت مدار اويلري در گراف گذر اويلري و
داراي گذر اويلـري بـا شـروع از     Gدار  همبند جهتكه گراف  : شرط لازم و كافي براي آنكه قضيه
  باشد آن است كه: bو انتها در رأس  aرأس 

  ي خروجي، يك واحد بيشتر از ورودي باشد: در رأس ابتدايي، درجه
deg (a) deg (a) 1+ −= +   

  ي ورودي يك واحد بيشتر از خروجي باشد: در رأس انتهايي، درجه
deg (b) deg (b) 1− += +   

  ي ورودي و خروجي برابر باشد: و در ساير رئوس درجه
deg (v) deg (v)+ −=   

، يك واحد بيشتر از درجه ورودي آن است. درجه xي خروجي  ، درجهGدار  : در گراف جهتمثال
يك واحد بيشتر از درجه خروجي آن است و ساير رئوس، درجـات ورودي و خروجـي    yورودي 

  وجود دارد.  yو انتها در  xاين يك گذر اويلري با شروع از برابري دارند. بنابر

G:   

داشـته   vداراي مدار اويلري است اگر و تنهـا اگـر در هـر رأس     Gدار  : گراف همبند و جهتقضيه
degباشيم  (v) deg (v)+ −=.   

 Gدرجات ورودي و خروجـي برابـري هسـتند پـس     داراي  Gدار  ي رئوس گراف جهت همهمثال: 
  داراي مدار اويلري است.

   
  هاي هميلتوني گراف

 aرا در نظر بگيريم. يك مسير هميلتوني، مسيري است كه از رأسي مانند  Gي  گراف همبند و ساده
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خـتم شـود. بـه     bآغاز شود، از هر رأس دقيقاً يك بار عبور كند و در نهايت به رأس ديگري مانند 
كند. البته نيازي نيست كه از همه  دقيقاً يك بار ملاقات مي بيان ديگر، مسير هميلتوني همه رئوس را

  ها عبور كرده باشد.   يال
  گردد. برمي aآغاز كرده و به  aشود با اين تفاوت كه از  دور هميلتوني به صورت مشابه تعريف مي

  را هميلتوني گوييم هرگاه داراي يك دور هميلتوني باشد.   Gگراف 

1) مسير زير(شكل  nC: در دور مثال 2 n 1v v ...v nيك مسير هميلتوني است و اگر يـال   − 1v v  را
1هم به آن اضافه كنيم، دور  2 n 1 nv v ...v v−   .يك دور هميلتوني است  

  
  مسير هميلتوني خواهيم رسيد. داراي دور هميلتوني باشد، با حذف آخرين يال به يك  Gاگر گراف 

  روش بررسي هميلتوني بودن يك گراف
هاي هميلتـوني و غيرهميلتـوني را تشـخيص     هيچ شرط لازم و كافي كه با تكيه بر آن بتوانيم گراف

ي يـك طرفـه    دهيم وجود ندارد. با اين حال با به خاطر سپردن چند نكته و استفاده از چنـد قضـيه  
  ه هميلتوني بودن يا نبودن گراف برد. توان در هر مثال، پي ب مي

n(nهاي كامل  گرافالف:  3) k≥  .همه هميلتوني هستند  

nي  از رابطـه  m، تعداد دورهاي به طول nkكه در گراف  دهيم در ادامه نشان مي (m 1)!

m 2

  −
 
 

بـه   

mي، دورهـايي بـه طـول    آيد. دورهـاي هميلتـون   دست مي n=      هسـتند بنـابراين تعـداد دورهـاي

n)برابر با  nkهميلتوني  1)!

2

  است.   −
nفقط در صورتي هميلتوني است كه  n,mkگراف دو بخشي كامل  ب: m=  باشد. گـرافn,nk 

n!(nهميلتوني است و تعداد دورهاي هميلتوني آن برابر با  1)!

2

  است.   −
هر گرافي كه داراي برگ (رأس درجه يك) باشد، هميلتوني نيست يعني دور هميلتـوني نـدارد.    ج:

اشد اما دور هميلتوني ندارد. مـثلاً در گـراف   البته چنين گرافي ممكن است مسير هميلتوني داشته ب
وجود دارد اما هيچ دور هميلتـوني وجـود نـدارد پـس ايـن گـراف        a b c d e، مسير هميلتوني زير

  هميلتوني نيست.  
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عبور كند. به عبارت  2هاي مرتبط با رئوس درجه  هر دور هميلتوني، به فرض وجود، بايد از يالد: 

، بايـد شـامل    Gوجـود داشـته باشـد، دور هميلتـوني      2بـا درجـه    v، رأس Gديگر اگر در گراف 
  در تماس هستند باشد.  vهايي كه با  يال

كنيم. بـه دو   يا تشخيص عدم وجود آن، استفاده مي Gما از اين نكته براي پيدا كردن دور هميلتوني 
  مثال زير توجه كنيد.  

  صحيح است؟ G: كدام گزينه در مورد گراف مثال
1 (G لري است اما هميلتوني نيست.  اوي  
2 (G   .هميلتوني است اما اويلري نيست  
3 (G   .اويلري و هميلتوني است  
4 (G  نه اويلري است و نه هميلتوني  

  
  صحيح است.   )4(: گزينه پاسخ

ي  همبند باشـد و درجـه همـه    Gتشخيص اويلري بودن ساده است. براي اويلري بودن بايد گراف 
  اويلري نيست.   Gي فرد دارند پس  درجه uو  zو  yو  aوس رئوس آن زوج باشد. رئ

حتي گذر اويلري هم ندارد زيرا بـراي وجـود گـذر اويلـري بايـد دقيقـاً دو رأس بـا         G(در ضمن 
  ي فرد داشته باشيم). درجه

تر است. چون هيچ شـرط لازم و كـافي در ايـن     قدري مشكل Gتشخيص هميلتوني بودن يا نبودن 
  مورد نداريم. 

 wو  xشـود:   مشاهده مي 2چند رأس با درجه  Gر گراف د
هستند. بـراي هركـدام از    2رئوس درجه  bو  cو  dو  vو 

  هاي مرتبط با رأس را پررنگ كنيم: اين رئوس، يال
هـاي   اگر مدار هميلتوني وجود داشته باشد، لزوماً بايـد يـال  

توان بـه   ها را هم مي مشخص شده را داشته باشد. ساير يال
  اه براي تكميل مدار به آن اضافه كرد. دلخو

دهنـد و اضـافه    هاي پررنگ شده تشكيل يك مدار هميلتوني نمـي  با اين حال مشخص است كه يال
يك سه راهي ايجـاد شـده    aكند زيرا در رأس  به آن هم مشكل را حل نمي yuيا  yzهاي  كردن يال

   باشد. 2ي هر رأس بايد  است در حالي كه در يك مدار، درجه
  مدار هميلتوني ندارد در نتيجه هميلتوني نيست.   Gپس گراف 
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V، مجموعه اعداد G: رئوس گراف مثال هاي آن در شـكل مشـخص    هستند و يال ={11,...,1,2}
  اند. كدام گزينه صحيح است؟ شده

  
1 (G  .اويلري نيست، هميلتوني هست و دو مدار هميلتوني دارد  
2 (G ميلتوني هست و دقيقاً يك مدار هميلتوني دارد. اويلري نيست، ه  
3 (G   .اويلري است اما هميلتوني نيست  
4 (G  .نه اويلري است و نه هميلتوني  
  صحيح است.   )1(: گزينه پاسخ

خـواهيم وجـود يـا     ي فرد وجود دارد بنابراين اويلري نيست. حالا مي رئوسي با درجه Gدر گراف 
هسـتند.   2داراي درجه  5و  8و  10و  4ي  سي كنيم. رئوس شمارهعدم وجود دور هميلتوني را برر

  كنيم: هاي مرتبط با اين رئوس را پررنگ مي يال
1دانيم كه مسير  تا اينجا مي 4 11 10 9 8 7→ → → → −   اي اجباري از دور هميلتوني است.   قطعه −

  
  هم حتماً بخشي از اين دور هستند.  5هاي مرتبط با رأس  همچنين يال

هاي ديگر بايد اين دور را تكميل كنيم. اين دور را بـه دو صـورت    حالا با اضافه كردن برخي از يال
  توان تكميل كرد.  مي

7هاي  روش اول: اضافه كردن يال 6و  →3 2و  →2 1→   
7هاي  روش دوم: اضافه كردن يال 3و  →6 2و  →2 1→   

  دور هميلتوني است.   2هميلتوني است و داراي  Gبنابراين گراف 

  ي رئوس تشخيص هميلتوني بودن با توجه به درجه هـ :
ي قضايا و نتايج اين بخش  هرأس نياز دارد. به همين دليل است كه هم 3كوچكترين دور حداقل به 
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nبا شرط    شوند.  مطرح مي ≤3
n(nكنيم كه گراف كامل  ابتدا يادآوري مي 3)k≥ ي  هميلتوني است. اكنون گراف همبند و سادهG 

 nيـا مسـاوي   هـا بزرگتـر    مجاور نيستند اما مجموع درجات آن vو  uرا در نظر بگيريد. اگر رئوس 
eها را با يال  توانيد آن است، مي uv=   به يكديگر متصل كنيد. اكنون گراف جديدي داريد. دوبـاره

هـا   ها پيـدا كرديـد كـه مجمـوع درجـات آن      به رئوس غيرمجاور توجه كنيد و اگر يك جفت از آن
ي اين رونـد،   به هم متصل كنيد، با ادامه ها را با يك يال جديد است، دوباره آن nبزرگتر يا مساوي 

هميلتوني بوده.  Gشود كه گراف اوليه يعني  رسيد، نتيجه مي اگر متوجه شديد كه به گراف كامل مي
  توان گرفت: مطابق توضيح بالا دو نتيجه زير را مي

nبا  Gالف: اگر در گراف ساده  از رئـوس غيرمجـاور داشـته     vو  uرأس، به ازاي هر جفـت   ≤3
deg(u)باشيم:  deg(v) n+   هميلتوني است.   Gآنگاه  ≤

nبا  Gي  ب: در گراف ساده nداشته باشيم  uرأس، اگر براي هر رأس مانند  ≤3
deg(u)

2
آنگاه  ≤

G   .هميلتوني است  
  از حكم (الف) است.   بديهي است كه حكم (ب) يك حالت خاص

احكام زير نيز با استفاده از توضيحات فوق و استفاده از ايـن حقيقـت كـه گـراف كامـل       :توجهتوجهتوجهتوجه    �
  شوند: هميلتوني است ثابت مي

از رئـوس داشـته باشــيم    vو  uرأس، اگـر بــراي هـر جفـت     3بـا حـداقل    Gج: در گـراف سـاده   
deg(u) deg(v) n 1+ ≥    .دارد مسير هميلتوني Gآنگاه  −

2eرأس، اگر  3با حداقل  Gد: در گراف ساده  4 (n 1)(n 2)− ≥ − هميلتـوني اسـت. در    Gآنگاه  −

nكند كه  واقع اين نامساوي بيان مي 1
e 2

2

− 
≥ + 
 

  است.   

  ها آميزي گراف رنگ
ي اسـتاندارد  آميـز  ها است. يك رنگ گراف يآميزي رأس در اين بخش، بيشتر تمركز ما بر روي رنگ

آميزي رئوس گراف، بـا رعايـت ايـن شـرط كـه رئـوس مجـاور،         يعني رنگ Gي  براي گراف ساده
a)را مجاور گويند اگر با يـال   bو  aكنيم كه دو رأس  غيرهمرنگ باشند. يادآوري مي ,b)    بـه هـم

  متصل شده باشند.  
  ها توجه كنيد.  ه تفاوت آنشود كه بايد ب در اينجا دو سوال مهم مطرح مي

  ، حداقل به چند رنگ نياز داريم؟Gهاي گراف  آميزي رأس : براي رنگاول  مسأله
  دهند.  نشان مي X(G)نامند و آن را با  مي Gپاسخ اين مسأله را عدد رنگي (كروماتيك) گراف 

ي مثال فرض كنيد هاي مختلف در اختيار داريم. برا حالا فرض كنيد به تعداد كافي رنگ مسأله دوم:
λ ها را انجام دهيم. پاسخ  آميزي رأس توان رنگ رنگ مختلف را در اختيار داريم. به چند حالت مي
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GPنامند و معمولاً آن را بـا   مي Gاي رنگي گراف  اين مسأله را چند جمله ( )λ   يـاP(G , )λ شـان  ن
  دهند.  مي

  كنيم: ابتدا عدد رنگي و چند ويژگي مهم آن را بررسي مي

  عدد رنگي يك گراف
آغاز كنيم،  1vاي است. كافيست از رأس دلخواهي مانند  تشخيص عدد رنگي يك گراف، كار ساده

ها  رويم. براي آن مي 1vسپس به سراغ رئوس مجاور با  كنيم. انتخاب مي 1vمثلاً رنگ آبي را براي 
كنـيم. بـه همـين ترتيـب      حق نداريم از رنگ آبي استفاده كنيم. براي مثال از رنگ قرمز استفاده مـي 

ها به پايـان برسـد. البتـه از آنجـا كـه عـدد رنگـي گـراف را          آميزي رأس دهيم تا كار رنگ ادامه مي
  كنيم تا حد امكان از رنگ جديدي استفاده نكنيم مگر آنكه ناچار شويم.   هيم. سعي ميخوا مي

را  Gها شديم، عـدد رنگـي گـراف     هايي كه ناچار به استفاده از آن تعداد رنگحداقل در پايان كار، 
  كند.  مشخص مي

  كدام است؟ G: عدد رنگي گراف مثال

  
كنيم. بـراي رأس   از رنگ آبي استفاده مي aبراي رأس  كنيم. آغاز مي aآميزي را از رأس  : رنگپاسخ

b  كه مجاور باa  از رنگ ديگري مانند قرمز استفاده كنيم.  است ناچاريم  

  
كنـيم.   و مجاور يكديگر نيستند دوباره از رنگ آبي استفاده مي aكه هيچكدام مجاور  cو  dاما براي 

ي  تـوانيم همـه   رنگ مـي  2كه فقط با استفاده از  بينيم دهيم و در نهايت مي به همين ترتيب ادامه مي
X(G)است:  2آميزي كنيم. بنابراين عدد رنگي گراف برابر با  رئوس را رنگ 2=.  

  را گرافي غيربديهي در نظر بگيريد.)  Gهاي زير باهم معادل هستند: ( : گزارهقضيه
  دو بخشي است.   G) گراف 1
  است.   2رابر با ب G) عدد رنگي گراف 2
  هيچ دوري به طول فرد ندارد.  G) گراف 3

 Gدو بخشي باشد، آنگاه رئوس  G) تقريباً واضح است. اگر گراف 2) و (1هاي ( معادل بودن گزاره

abolfazl gilak @abolfazlgilak rahian arshad



 405 ها  فصل هشتم:  گراف

 

باهم مجاور نيستند و هيچكدام  Xافراز كرد كه هيچكدام از اعضاي  Yو  Xتوان به دو بخش  را مي
را با رنگ آبـي   Xتوان مطابق شكل همه رئوس عضو  ستند. پس مينيز باهم مجاور ني Yاز اعضاي 

  خواهد بود.   2برابر با  Gآميزي كرد و عدد رنگي گراف  را با رنگ قرمز رنگ Yو همه رئوس عضو 

  
توانيم همه رئوس را فقط بـا اسـتفاده از    باشد. مي 2برابر با  Gاز سوي ديگر، اگر عدد رنگي گراف 

و همـه رئـوس قرمـز     Xآميزي كنيم. حالا همه رئوس آبي رنگ را بخش  رنگ آبي و قرمز، رنگ 2
دوبخشـي   دو بخشي اسـت. در شـكل زيـر    Gتصور كنيد. خواهيد ديد كه گراف  Yرنگ را بخش 

  ايم: نشان دادهرا به همين روش  6C بودن

  

⇒  

  

گراف را هاي  رئوس آبي و قرمز بخش
  كنند. مشخص مي

  است. 2برابر با  6Cعدد رنگي   

رنـگ   2) به اين مطلب توجه كنيد كه هر دور بـه طـول زوج را مـي تـوان بـا      3ي ( در مورد گزاره
 3حـداقل بـه    7Cيـا   5Cيـا   3Cآميزي  در شكل بالا). اما براي رنگ 6Cآميزي كرد (مانند  رنگ

  كنيم.  رنگ مختلف نياز پيدا مي
را بـا رنـگ قرمـز     bرا بـا رنـگ آبـي و     aاگـر   5Cبراي مثـال در گـراف   

رنگ قرمز را  dاي ، رنگ آبي و برcتوان براي  آميزي كنيم، در ادامه مي رنگ
هاي آبـي و قرمـز قابـل     ديگر هيچكدام از رنگ eانتخاب كنيم اما در مورد 

برابر بـا   5Cاستفاده نيست و نياز به يك رنگ سوم داريم. پس عدد رنگي 
  است.   3

هـاي   از راهاما با توجه بـه توضـيحات فـوق، يكـي     البته اثبات دقيق اين مطلب، موردنظر ما نيست 
بودن گراف، آن است كه اطمينان پيدا كنيم در آن گراف، دوري با طـول فـرد    ياطمينان از دو بخش

  وجود ندارد. 
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  : كدام گراف دو بخشي نيست؟مثال

1 (     2 (  

  برگ 5رأس و  9با  T) درخت 4     ) 3

و    6دوري به طول  a b c d e f aي دورها داراي طول زوج هستند. مثلاً  ) همه1ي ( در گزينه پاسخ:
a b c f a  2است. پس اين گزينه، دو بخشي است و عدد رنگـي آن هـم برابـر بـا      4دوري به طول 

  است.  
است، پس اين گزينه،  5دوري به طول  a b c d h a) دور به طول فرد وجود دارد. مثلاً 2در گزينه (

  دو بخشي نيست. 
اراي طـول زوج هسـتند. پـس ايـن گـراف هـم دو       ) همه دورهاي موجود به وضوح د3در گزينه (

  بخشي است.  
ها دوري با طول فرد وجود  ها فاقد دور هستند پس در آن ) توجه كنيد كه درخت4در مورد گزينه (

ها) دو بخشي هستند. (البته به جزء  ها (و جنگل ي درخت دهد كه همه ندارد، همين مطلب نشان مي
  درخت بديهي كه فقط يك رأس دارد.) 

   nQ) و n(نردبـاني بـا طـول     nL(دور سـاده بـه طـول زوج) و     2nCهـاي   در گـراف  :توجهتوجهتوجهتوجه    �
)n –   2هـا برابـر بـا     مكعب) دوري با طول فرد وجود ندارد. به همين دليل عدد رنگي ايـن گـراف 

  شي هستند:ها دو بخ آن  است و همه

  
بينيـد. در   رنگ را در شكل فـوق مـي   2ها فقط با استفاده از  برخي از اين گرافآميزي  ي رنگ نحوه
بيتي هستند. در  nي  يك رشته كدام رأس است كه هر n2دانيم كه اين گراف داراي  مي nQمورد 

  را به اين صورت نوشت: nQرئوس  ي توان مجموعه واقع مي
{ }n 1 2 n iV(Q ) (x , x ,..., x ) x 0 1= =   

شـامل رئوسـي    Yها زوج اسـت و   هاي آن شامل رئوسي باشد كه مجموع مولفه Xحالا فرض كنيم 

 يا  
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  ها فرد است: هاي آن باشد كه مجموع مولفه
n

1 2 n i i
i 1

X (x , x ,..., x ) x 0 1 , x

=

  
= = = 
  

∑   

n

1 2 n i i
i 1

Y (x , x ,..., x ) x 0 1 , x

=

  
= = = 
  

∑   

 Xعضو توان همه رئوس  دهند. مي را نشان مي nQهاي گراف  دقيقاً بخش Yو  Xدر اين صورت 
  را به رنگ قرمز نسبت داد.  Yرا به رنگ آبي و همه اعضاي 

  داريم: 3Qمثلاً در مورد 

  

{ }X (0,0,0) , (1,1,0) , (1,0,1) , (0,1,1)=   
{ }Y (0,1,0) , (1,0,0) , (0,0 ,1) , (1,1,1)=   

است. اين مطلب به سادگي قابل  nبرابر با  nkعدد رنگي گراف  :توجهتوجهتوجهتوجه    �
از  a(شكل مقابل) وقتي براي رأس  4kبررسي است. براي مثال در گراف 

ساير رئـوس   رنگ آبي استفاده كنيم، ديگر حق استفاده از اين رنگ را براي
  مجاور هستند.  aها با  نداريم زيرا همه آن

از رنگ قرمز استفاده كنيم در ادامه حق استفاده از اين رنگ را هم نـداريم و بـه ايـن     bوقتي براي 
 4kبينيد كه ناچاريم براي هر رأس يك رنگ متفاوت را به كار بگيريم. پس عدد رنگـي   ترتيب مي

  خواهد بود.   5هم برابر با  5kاست. عدد رنگي  4ر با براب
است. بنابراين اين گراف دو بخشي نيسـت. بـا كمـي     3عدد رنگي گراف پترسن برابر با  :توجهتوجهتوجهتوجه    �

  شويد كه اين گراف شامل تعداد زيادي دور به طول فرد است.  دقت متوجه مي

  

 زوج  يا  

 فرد يا  
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  اي رنگي چند جمله
رنـگ مختلـف    5مـثلاً اگـر   [كه يك نقاش در اختيار دارد. هايي كه باشد  تعداد رنگ λفرض كنيد 
5λداشته باشد  آميزي كنـد. ايـن    ايم كه رئوس گراف مقابل را رنگ . از اين نقاش خواسته]است =

  مجاور همرنگ نباشند.  آميزي بايد به صورت استاندارد باشد يعني رئوس  رنگ

  
  ي حركت اين نقاش همان ترتيب حروف انگليسي باشد.  تصور كنيد كه نحوه

  رود.  مي h , … , d , c , bكند و سپس به ترتيب، به سراغ  آغاز مي aآميزي را از رأس  رنگ يعني
  كند).   را انتخاب ميانتخاب دارد. (مثلاً فرض كنيد رنگ آبي  a  ،λبراي رأس 
1λتواند استفاده كنـد. پـس    ، از هر رنگي به جز رنگ آبي ميbبراي رأس  انتخـاب دارد. (مـثلاً    −

 bو  aرسـد، پـيش از آن    مـي  cكنـد). هنگـامي كـه نوبـت بـه       فرض كنيد از رنگ قرمز استفاده مي
تواند از هر رنگي به جـزء آبـي و    مي cاست. براي ها مجاور  با هر دوي آن cاند و  آميزي شده رنگ

2λقرمز استفاده كند. پس  رسد. از هر رنگي بـه جـزء رنـگ     مي dانتخاب دارد. سپس نوبت به  −
1λتواند اسـتفاده كنـد پـس     استفاده شد مي bقرمز كه در  تفاده انتخـاب دارد. (مـثلاً از آبـي اس ـ    −

1λبـه كـاربرد اسـتفاده كنـد پـس       dتواند از هر رنگي به جز رنگـي كـه در    مي eكند) براي  مي − 
هـاي ممكـن بـراي هـر رأس را      دهد و هر بار تعـداد انتخـاب   انتخاب دارد. به اين ترتيب ادامه مي

  كند.   يادداشت مي

  
آميزي  ها، با توجه به ترتيب رنگ ده براي تعداد انتخابالبته بايد مراقب باشيد كه اعداد نوشته ش

آميزي را از سمت راست آغاز كنيد، ممكن است  رئوس به دست آمده است. اگر شما مثلاً رنگ
ي تعداد كل حالات ممكن  دهنده ضرب نهايي كه نشان جاي برخي از مقادير تغيير كند اما حاصل

  ن عوامل داريم:كند. در پايان با ضرب اي است، تغييري نمي
6P(G , ) ( 1) ( 2)λ = λ λ − λ −   

  ناميم.  مي Gاي رنگي گراف  اي را چند جمله اين چند جمله

  با كدام برابر است؟ 4kاي رنگي گراف  : چند جملهمثال
4λ) تركيب 2  شيء   λء از  شي 4) تركيب 1     شيء   λشيء از  −
4λ) جايگشت 4  شيء  λشيء از  4) جايگشت 3     شيء   λشيء از  −
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  صحيح است.   )3(گزينه  پاسخ:
، هر رنگي بـه  bآميزي  انتخاب داريم. سپس براي رنگ a ،λآميزي رأس  در شكل مقابل براي رنگ

1λتوان به كار برد پس  را مي aجزء رنگ استفاده شده در  با هر دو رأس  cانتخاب داريم. رأس  −
a  وb 2ها براي اين رأس،  مجاور است پس تعداد انتخابλ هم با  d. در پايان رأس خواهد بود −

3λهمه رئوس قبلي مجاور است و براي آن    انتخاب خواهيم داشت.   −
  ها داريم: با ضرب كردن تعداد انتخاب

4P(k , ) ( 1)( 2)( 3)λ = λ λ − λ − λ −   

  
  توان به صورت زير بيان كرد: اي را مي اين چند جمله

4
( 1)...( 3)( 4)( 5)....(1) !

P(k , )
( 4)( 5)...(1) ( 4)!

λ λ − λ − λ − λ − λ
λ = =

λ − λ − λ −
   

)Pشيء است يعني با  λشيء از  4ارت همان جايگشت اين عب ,4)λ   .برابر است  
  چنين است: n)(kرأسي  nاي رنگي گراف كامل  : چند جملهنتيجه

n
!

P(k , ) ( 1) ( 2)....( n 1)
( n)!

λ
λ = λ λ − λ − λ − + =

λ −
   

  ت؟اي رنگي درخت زير كدام اس : چند جملهمثال

  
  1 (5( 1)λ λ −    2 (2 3( 1) ( 2)λ λ − λ −   
  3 (2 4( 1)λ λ −    4 (3 2( 1) ( 2)λ λ − λ −   

آغاز كنيم و در ادامه با همـان ترتيـب حـروف انگليسـي ادامـه       aآميزي  را با رأس  : اگر رنگپاسخ
  به اين صورت است:ها براي هر رأس  دهيم، تعداد انتخاب

5P(G , ) ( 1)λ = λ λ −  
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nرأس به صورت  nبا  Tاي رنگي هر درخت  چند جمله :توجهتوجهتوجهتوجه    � 1P(T , ) ( 1) −λ = λ λ به است.  −
اي رنگي يك گراف  توان نشان داد كه اين حكم دو طرفه است. به عبارتي اگر چند جمله راحتي مي
nبه صورت  1( 1) −λ λ رأس بـوده   nتوان نتيجه گرفت كـه آن گـراف يـك درخـت بـا       باشد، مي −

  است.  
 nي همبنـد تشـكيل شـده اسـت و در مجمـوع       مولفه kيك جنگل باشد كه از  G: اگر گراف نتيجه

kبه صورت  Gاي رنگي  رأس دارد آنگاه چند جمله n kP(G , ) ( 1) −λ = λ λ خواهد بـود. عكـس    −
kاي رنگي يك گراف به شكل  ت، به عبارتي اگر چند جملهاين مطلب هم برقرار اس n k( 1) −λ λ − 

برابر  Gدرخت مجزا تشكيل شده است، تعداد كل رئوس  kباشد، آن گراف يك جنگل است كه از 
nبرابر با  Gهاي  است و تعداد يال nبا  k−  .خواهد بود  

3به صورت  Gگراف  اي رنگي : چند جملهمثال 2 5 10
GP ( ) ( 2 ) ( 1)λ = λ − λ + λ λ اسـت. مقـدار    −

  ي رئوس در اين گراف كدام است؟ متوسط درجه
  1 (1.5   2 (1.6   3 (2.5   4 (2.4   

  صحيح است.   )2(: گزينه پاسخ
GPاي  ي عبارات در چند جمله با استفاده از تجزيه ابتدا ( )λ :خواهيم داشت  

2 5 10 5 20
GP ( ) ( ( 2 1)) ( 1) ( 1)λ = λ λ − λ + λ − = λ λ −   

2دقت كنيد كه از اتحاد  22 1 ( 1)λ − λ + = λ   ايم.  استفاده كرده −
5به شكل  Gاي رنگي گراف  بينيم كه چند جمله اكنون مي 20( 1)λ λ يـك   Gاست بنابراين گراف  −

kي آن  دهنده جنگل است كه تعداد درختان تشكيل nهاي آن  و تعداد يال =5 k 20− و تعـداد   =
nكل رئوس آن    است.   =25

هـا برابـر اسـت، پـس      تعداد يـال كنيم كه مجموع درجات تمام رئوس، با دو برابر  حالا يادآوري مي

  داريم: 
n

i
i 1

deg (v ) 2e 2 20 40

=
= = × =∑   

  ي رئوس به اين صورت قابل محاسبه است: بنابراين مقدار متوسط درجه
40 8

1/ 6
25 5

= = =   مقدار متوسط درجه رئوس  =

  يك توضيح بسيار مهم:
هـا را از يـك رأس    آميزي رأس اي رنگي يك گراف، رنگ هاي قبلي، براي يافتن چند جمله در مثال

هـا بـراي هـر     آغاز كرديم و سپس با حركت به سمت رئوس مجاور، تعداد انتخـاب  aدلخواه مانند 
رأس را يادداشت كرده و سپس مقادير به دست آمده را در هم ضرب كرديم. در اينجا يـك سـوال   

  آيد: مهم پيش مي
آميزي از يـك رأس دلخـواه و سـپس     ع رنگاي رنگي هر گراف را با شرو توان چند جمله آيا مي -

  مجموع درجات
 تعداد رئوس
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  ها براي هر رأس، محاسبه كرد؟ ضرب كردن تعداد انتخاب
  ها قابل استفاده است: پاسخ: روش فوق، فقط در سه نوع از گراف

  ها كه فاقد دور هستند.   ها و جنگل اول: درخت
  هاي كامل   دوم: گراف
 برشيبه هم با استفاده از يال يـا رأس   هايي كه از اتصال تعدادي درخت و گراف كامل سوم: گراف

  ساخته شده باشد.  
هـاي همبنـدي    ، تعـداد مولفـه   شود كه با حذف آن يال برشي و رأس برشي به يال يا رأسي گفته مي

گوييم كه اگر حذف شود، باعث ناهمبنـد شـدن    گراف بيشتر شود. به عبارتي يال برشي به يالي مي
  يك گراف همبند شود.  

  زير توجه كنيد:هاي  به گراف

  

اي رنگي آن را بـه سـادگي بـا روش قبـل بـه       توان چند جمله يك درخت است. مي 1Gگراف  -
)6Pدانيم كه در نهايت  و مي ددست آور ) ( 1)λ = λ λ   خواهد بود.   −

رنگي آن به سادگي با روش قبل قابل محاسـبه  اي  يك گراف كامل است. چند جمله 2Gگراف  -
)Pدانيم كه در نهايت  است و مي ) ( 1)( 2)( 3)λ = λ λ − λ − λ   خواهد بود.   −

درخت نيست زيرا شامل يك دور است. از طرفي گراف كامل هم نيست. اما اگر بـه   3Gگراف  -
توسـط يـال    3kيك درخت و يك گراف كامل  شويم كه از اتصال ساختار آن دقت كنيم متوجه مي

توانيـد از يـك رأس دلخـواه شـروع بـه       به وجود آمده است. پس در ايـن مـورد هـم مـي     eبرشي 
  ها براي هر رأس را به سادگي مشخص كنيد.   آميزي كرده و تعداد انتخاب رنگ

  با انجام اين كار خواهيم داشت:
6P( ) ( 1) ( 2)λ = λ λ − λ −   

گيـرد.   ي فوق قرار نمـي  دسته 3است. در هيچكدام از  5Cي  كه همان دور ساده 4Gاما گراف  -
اين گراف داراي دور است پس درخت نيست. از طرفي گـراف كامـل هـم نيسـت. همچنـين يـال       

)Pي  نيم از روش معمـول و بـه سـادگي ضـابطه    تـوا  برشي هم ندارد. در چنين مواردي نمـي  )λ  را
  ي زير كمك بگيريم: تعيين كنيم. در چنين مواردي بايد از قضيه

eدو رأس مجاور آن باشند كه با يال  bو  aيك گراف همبند ساده و  G: فرض كنيم قضيه ab=  به
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Gهم متصل هستند. منظور از  e−  گرافي است كه با حذف يالe    آيـد و منظـور از    بـه دسـت مـي
G.e  گرافي است كه با منطبق كردن رئوسa  وb   آيـد. در ايـن صـورت چنـد      برهم به دسـت مـي

  آيد: ي زير به دست مي از معادله Gاي رنگي گراف  جمله
P(G , ) P(G e, ) P(G.e, )λ = − λ − λ   

  خلاصه اثبات:
Gدر گــراف  e−  رئــوسa  وb  مجــاور هــم نيســتند زيــرا يــالe ايــم. بنــابراين  را حــذف كــرده

P(G e, )− λ ها ممكن اسـت   دهد كه در آن آميزي رئوس را نشان مي تعداد كل حالات رنگa  وb 
  همرنگ يا غيرهمرنگ باشند.  

P(G.eبر هم منطبق هستند و در نتيجه  bو  a، رئوس G.eدر گراف  , )λ آميزي  تعداد حالات رنگ
  قطعاً همرنگ خواهند بود.   bو  aها  دهد كه در آن را نشان مي

عـداد  همرنگ هستند كم كنـيم، ت  bو  aبه اين ترتيب اگر از تعداد كل حالات، حالاتي را كه در آن 
ها دقيقاً همان حالاتي هستند كـه   غيرهمرنگ هستند. اين bو  aها  آيد كه در آن حالاتي به دست مي

  موردنظر ما هستند.  Gآميزي گراف  در رنگ
هاي ساده قابل استفاده است، با اين حـال مـا تـرجيح     ي فوق براي همه انواع گراف قضيه: 1توضيح 

اي رنگي را حسـاب كنـيم. همـانطور كـه گفتـيم در مـورد        دهيم بدون استفاده از آن چند جمله مي
يـال برشـي يـا رأس برشـي هسـتند،      تركيب آن دو بـا  هايي كه  هاي كامل و گراف ها، گراف درخت

يا ... ناچـار   5Cيا  4Cهايي مانند  معمولاً نيازي به استفاده از اين قضيه نداريم. اما در مورد گراف
  به استفاده از اين قضيه هستيم.  

هـاي گـراف باشـد امـا بهتـر اسـت يـالي را         تواند هركدام از يال مي eدر اين قضيه، يال  :2توضيح 
  را به سادگي محاسبه كنيد.  G-eاي رنگي گراف  انتخاب كنيد كه با حذف آن بتوانيد چند جمله

  كدام است؟ 4Cاي رنگي گراف  : چند جملهمثال

  
eگيريم. براي مثال يال  هاي گراف را در نظر مي : يكي از يالپاسخ xy= كنيم. اكنون  را انتخاب مي

آيد و ديگري گرافي كـه بـا    به دست مي xyكنيم. يكي گرافي كه با حذف يال  گراف توجه مي 2به 
  ي فوق داريم: آيد. طبق قضيه ست ميبه د xبر  yمنطبق كردن رأس 
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  شود: اي رنگي هركدام از اين دو گراف، به سادگي نوشته مي چند جمله
P(G , ) ( 1)( 1)( 1) ( 1)( 2)λ = λ λ − λ − λ − −λ λ − λ −   

2
P(G , ) ( 1) ( 1) ( 2) ⇒ λ = λ λ − λ − − λ −  

   
4Gبا انجام محاسبات براي گراف  C= :داريم  

2
4P(C , ) ( 1)( 3 3)λ = λ λ − λ − λ +   

  كدام است؟ Gاي رنگي گراف  جمله : چندمثال
1 (2( 1)( 2)λ λ − λ −   
2 (2( 1) ( 2)λ λ − λ −   
3 (( 1)( 2)( 3)λ λ − λ − λ −   
4 (2( 1)( 3)λ λ − λ −   
يك درخت نيست زيرا شامل دور است. از طرفي گراف كامل هم نيست. پس بايد  G: گراف پاسخ

P(Gاي يافتن ي قبل بر از قضيه , )λ  استفاده كنيم. يالe xy= گيريم. با حـذف ايـن    را در نظر مي
Gبه گراف  Gيال، از گراف  xy− 3رسيم كه همان گراف كامل  ميk      به همـراه يـك يـال برشـي

  ي قبل داريم: تفاده از قضيهاست. اكنون با اس

  
  اي رنگي دو گراف به دست آمده، به سادگي قابل محاسبه است: چند جمله

P(G , ) ( 1)( 2)( 1) ( 1)( 2)λ = λ λ − λ − λ − −λ λ − λ −   
[ ] 2

P(G , ) ( 1)( 2) 1 1 ( 1)( 2)⇒ λ = λ λ − λ − λ − − = λ λ − λ −   

  صحيح است؟ nCاي رنگي گراف  ي بازگشتي براي چند جمله : كدام رابطهمثال
  1 (n n 1 n 2P(C , ) P(C , ) P(C , )− −λ = λ + λ  

   2 (n n 1 n 2P(C , ) P(C , ) P(C , )− −λ = λ λ + λ  
  3 (n 1

n n 1P(C , ) ( 1) P(C , )−
−λ = λ λ − − λ  

  4 (n 1
n n 1P(C , ) ( 1) P(C , )−

−λ = λ λ − + λ  
n: براي سادگي بيشتر در توضيح مطلب، ما حالت پاسخ   گيريم.  را در نظر مي =5
1يال  2e v v=  5از گرافC كنيم و يك بار دو سر  دهيم. يك بار آن را حذف مي را مدنظر قرار مي

  كنيم: آن را بر هم منطبق مي
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1گراف  2G v v−  4اي رنگـي آن بـه صـورت     رأس است و چند جملـه  5يك درخت با( 1)λ λ − 

1خواهد بود. گراف  2G.v v  4همانC :است. به اين ترتيب داريم  
4

5 4P(C , ) ( 1) P(C , )λ = λ λ − − λ   
  در حالت كلي خواهيم داشت:

n 1
n n 1P(C , ) ( 1) P(C , )−

−λ = λ λ − − λ   

nP(Cي بازگشتي به دست آمده براي  با استفاده از رابطه :توجهتوجهتوجهتوجه    � , )λ  اي  هتـوانيم چنـد جمل ـ   مـي
5رنگي گراف  4C ,C  3را پيدا كنيم. ابتدا توجه كنيد كه گرافC   3همان گراف كامـلk   اسـت و

3P(Cبراي آن داريم  , ) ( 1)( 2)λ = λ λ − λ n. حالا با اسـتفاده از رابطـه بازگشـتي بـه ازاي     − 4= 
  داريم:

3
4 3P(C , ) ( 1) P(C , )λ = λ λ − − λ   

3 2
4P(C , ) ( 1) ( 1)( 2) ( 1) ( 1) 2 ⇒ λ = λ λ − −λ λ − λ − = λ λ − λ − −λ +  

   
2

4P(C , ) ( 1) 1 ⇒ λ = λ λ − λ − λ +  
   

بـه سـادگي قابـل اثبـات      nCاي رنگي گراف  ي بازگشتي زير هم براي چند جمله رابطه :توجهتوجهتوجهتوجه    �
  است.  

n n 1 n 2P(C , ) ( 2)P(C , ) ( 1)P(C , )− −λ = λ − λ + λ − λ   
  اي رنگي: گي جالب از چند جملهچند ويژ

deg  است: Gاي رنگي هميشه برابر با تعداد رئوس  ي چند جمله درجه )1 P(G , ) n Vλ = =   
  همواره برابر با يك است.   nλضريب  )2

4اي  براي مثال چند جمله 2P( ) 3 2 2λ = λ − λ − λ يك گراف باشـد  اي رنگي  تواند چند جمله نمي
  است.  3برابر با  4λزيرا ضريب 

0λها  بديهي است كه اگر تعداد رنگ )3 هـا وجـود    آميـزي رأس  باشد، هيچ راهي بـراي رنـگ   =
P(0)ندارد. پس هميشه بايد  نبايد داراي جمله ثابـت  اي رنگي  باشد. به همين دليل چند جمله =0

)3Pاي  غير صفر باشد. براي مثال چند جمله ) 2 4λ = λ − λ اي رنگـي يـك    تواند چند جمله نمي +
  گراف باشد. 

  فاكتور بگيريم.  λدر واقع هميشه بايد بتوانيم از 
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نشـان   λتـوان عامـل    ويسـيم، را به صـورت تجزيـه شـده بن    Gاي رنگي گراف  اگر چند جمله )4
3ي همبندي است. براي مثال اگر  دهد كه اين گراف داراي چند مولفه مي 2P(G, ) ( 1) ( 2)λ =λ λ− λ− 

ي همبنـد تشـكيل شـده     مولفـه  3است پس اين گراف ناهمبند اسـت و از   3برابر با  λباشد، توان 
  است.  

)nPاي رنگـي آن بـه صـورت     به جز گراف تهي (كه هيچ يالي ندارد) كـه چنـد جملـه    )5 )λ = λ 
)و  λها حتماً عوامل  است، در ساير گراف 1)λ )Pي  در ضابطه − )λ     حضور خواهنـد داشـت. بـه

P(1)ل وقتي گرافي لااقل يك يال داشته باشد، بايد همين دلي ي  باشد. به عبارتي مجموع همـه  =0
nاي  ضرايب در چند جمله n 1

n 1 1P( ) a ... a−
−λ = λ + λ + + λ :برابر با صفر است  

n 1 n 2 11 a a ... a 0− −+ + + + =   
X(G)باشد:  mبرابر با  Gفرض كنيم عدد رنگي گراف  )6 m=.  

0λدر اين صورت با داشتن  1λيا  = mيا  = 1,...λ = آميـزي   رنگ، هـيچ راهـي بـراي رنـگ     −
mλوجود ندارد. اما با داشتن  Gگراف  ن گراف توا ها، مي رنگ يا داشتن تعداد بيشتري از رنگ =
  آميزي كرد. به عبارتي داريم: را رنگ

P(0) 0 , P(1) 0 , ..... , P(m 1) 0= = − =  
P(m) 0 , P(m 1) 0 , .....≠ + ≠   

  را به اين صورت معرفي كرد: Gتوان عدد رنگي گراف  در واقع مي
{ }X(G) min k P(G ,k) 0 , k W= ≠ ∈   

ي  كنـيم، همـه   مرتـب مـي   λهاي نزولـي   اي رنگي يك گراف را برحسب توان وقتي چند جمله )7
nهاي  توان 1 n,..., ,−λ λ λ  بايد در آن حضور داشته باشند و در ضمن علامت ضرايب بايد يكي در

  ميان عوض شده باشد.  
4اي  براي مثال چند جمله 3 2

3λ − λ −λ + λ اي رنگـي يـك گـراف باشـد.      تواند چنـد جملـه   نمي
5همچنين  3 2

2 2λ −λ + λ − λ 4اي رنگي يـك گـراف باشـد زيـرا      تواند چند جمله نميλ  در آن
  حضور ندارد. 

تشكيل شده باشد، واضـح اسـت كـه خـواهيم      2Gو  1Gي همبندي  از دو مولفه Gاگر گراف  )8
  داشت:

1 2P(G , ) P(G , )P(G , )λ = λ λ   
  اي رنگي گراف زير توجه كنيد: براي مثال به چند جمله
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1 2P(G , ) P(G , )

P(G , ) ( 1)( 2) . ( 1)( 1)

λ λ

λ = λ λ − λ − λ λ − λ −������	�����
 ������	�����
   

  آميزي رأسي غيراستاندارد رنگ

شود كه رئوس مجاور، غيرهمرنگ باشند.  آميزي رئوس، با اين شرط انجام مي حالت استاندارد رنگ
كـه   bبـي اسـتفاده كـرديم، در رأس    از رنگ آ aوقتي در   براي مثال در گراف 

تـوانيم دوبـاره از رنـگ آبـي      مـي  cاست حق استفاده از رنگ آبي را نداريم امـا در رأس   aمجاور 
  استفاده كنيم. 

اي بـراي   هـاي تـازه   هـا شـرايط و محـدوديت    حالا ممكن است با سوالاتي روبرو شويم كـه در آن 
معمـولاً  ي فرمول مشخصي وجود ندارد ولي آميزي رئوس مطرح شده باشد. براي چنين مسائل رنگ

آميزي را از يك رأس آغاز كرده و سپس با رعايت شرط داده شده، به سـراغ رئـوس    توانيم رنگ مي
هـا بـه جـواب نهـايي      ها را يادداشت كرده و از ضـرب آن  مجاور برويم و در هركدام تعداد انتخاب

  برسيم.  
  به نمونه زير توجه كنيد:

دارد و سـاير   3ي  رأس درجـه  7و  4ي  رأس درجـه  2درختي است كـه دقيقـاً    T: فرض كنيم مثال
هـاي آبـي، قرمـز، زرد، سـبز و بـنفش را در اختيـار داريـم و         هايش هسـتند. رنـگ   رئوس آن، برگ

از يكـديگر،   2ي حـداكثر   آميـزي كنـيم كـه رئـوس بـا فاصـله       را چنان رنـگ  Tخواهيم رئوس  مي
  كن براي انجام اين كار كدام است؟ناهمرنگ باشند. تعداد كل حالات مم

  1 (9 9
5 4 3× ×   2 (9 11

5 3 2× ×   3 (10 11
5 4 3× ×   4 (11 9

5 3 2× ×   
  صحيح است.   )2(: گزينه پاسخ

استفاده كـرديم، تـا دو گـام بعـدي، حـق       ivبا توجه به شرط داده شده، اگر از يك رنگ در رأس 
  استفاده از آن رنگ را نداريم. 

آميزي خواسـته شـده را روي    بهتر است ابتدا درختي با شرايط داده شده را رسم كنيم و سپس رنگ
  آن انجام بدهيم. 

  
  دهيم.  را انجام مي 11vتا  1vآميز مسير  براي راحتي بيشتر، ابتدا رنگ

هاي  رسد، رنگ مي 3vانتخاب داريم. هنگامي كه نوبت به  2v ،4انتخاب داريم. براي  1v ،5براي 
آميـزي   انتخاب خواهيم داشت. هنگامي رنـگ  3قابل استفاده نيستند پس  2vو  1vبه كار رفته در 
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4v3هاي به كار رفته در  ، رنگv  2وv  انتخاب داريم. بـه   3قابل استفاده نيستند پس در اينجا هم
11يم كه براي رئوس بين اين ترتيب مي 6 5v ,..., v , v  انتخاب خواهيم داشت. تا اينجا فقط  3همواره

آميـزي آن برابـر بـا     ايـم و تعـداد حـالات رنـگ     آميـزي كـرده   را رنگ 11vتا  1vاي از   مسير ساده
9

5 4 3×   است.   ×
هاي بـه كـار رفتـه در     حق استفاده از رنگ 12vرويم. براي  ها مي نون به سراغ رديف بالايي برگاك

1 2v , v  3وv  هاي رديف بالا  برگانتخاب خواهيم داشت. همين اتفاق براي ساير  2را نداريم پس
  انتخاب داريم.   2ها  در هر كدام از آن شود و تكرار مي
هـاي بـه    ، حق استفاده از رنـگ 21vآميزي  كنيم. هنگام رنگ برگ رديف پايين توجه مي 2اكنون به 

3كار رفته در  2 1v , v , v  12وv ت. به همـين ترتيـب   را نداريم پس فقط يك انتخاب خواهيم داش
  ها در هر رأس داريم: هم فقط يك انتخاب داريم. در نهايت با ضرب تعداد انتخاب 22Vبراي 

9 9 2
5 4 3 2 1= × × ×   تعداد كل حالات  ×

24با توجه به آنكه    توان نوشت: است مي =2
9 11

5 3 2= ×   تعداد كل حالات  ×

  آميزي يالي گراف  رنگ
آميزي رئوس آن اسـت.   كنيم، منظورمان رنگ آميزي گراف مي به طور معمول، وقتي صحبت از رنگ

هـاي گـراف هسـتيم.     آميـزي يـال   آميزي وجود دارد كه در آن به دنبال رنگ اما نوع ديگري از رنگ
اي مجـاور غيرهمرنـگ باشـند. دو يـال را     ه ـ خواهيم يال آميزي رأسي، در اينجا هم مي همانند رنگ

  مجاور گوييم هرگاه يك رأس مشترك داشته باشند.  
آميزي يالي را انجـام   رنگ، رنگ kگويند هرگاه بتوانيم با داشتن  پذير يالي مي رنگ −kرا  Gگراف 

نـاميم و بـا    د رنگـي يـالي مـي   آميزي يالي را عد هاي موردنياز براي رنگ بدهيم. حداقل تعداد رنگ
(G)′χ دهيم.  نشان مي  

بـراي   5Cرنـگ نيـاز داريـم. در گـراف      2آميزي يالي حـداقل بـه    براي رنگ 6C: در گراف مثال
و عـدد   2برابر با  6Cرنگ نياز داريم. بنابراين عدد رنگي يالي گراف  3آميزي يالي حداقل به  رنگ

  است.   3برابر با  5Cرنگي يالي 

    

5(C ) 3′χ =  6(C ) 2′χ =  
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  آميزي يالي: * چند نكته در مورد رنگ
2n(Cالف:  ) 2′χ 2nو  = 1(C ) 3+′χ   است.   =

n(wب: براي گراف چرخي داريم  ) n′χ =   
باشد:  Gي رئوس گراف  ماكسيمم درجه ∆ج: فرض كنيم 

i
i

v V
max (deg(v ))
∈

∆ در ايـن صـورت    =

(G)′χ = (G)يا  ∆ 1′χ = ∆   است.   +
χ′(G)گرافي دو بخشي باشد آنگاه  Gد: اگر  =   است.   ∆

n(Kرأسي داريم:  nهـ: براي گراف كامل  ) n′χ =   

  مكمل گراف 
 Gهـايي را دارد كـه در    قاً يالكه همان رئوس را دارد اما دقي G، گرافي است مانند Gمكمل گراف 

  هاي ساده هستند يعني طوق ندارند.  هر دو گراف Gو  Gقرار ندارند. البته 

  
 Gقـرار دارد، در   Gايم. هر يالي كه در  را نشان داده Gو مكمل آن  Gدر شكل فوق، گراف ساده 

  قرار ندارد و بالعكس. 
ي  دهند. بنابراين براي هر گـراف سـاده   روي هم گراف كامل را تشكيل مي Gو  Gواضح است كه 

n :رأسي داريم  
G G

G G

deg (v) deg (v) n 1

n(n 1)
e e

2

+ = −

 −

+ =


   

nاولين تساوي واضح است. مثلاً در شكل قبل گرافي با   1vي  رأس داريم. حالا اگر به درجه =4
  توجه كنيد خواهيم داشت: Gو  Gدر دو گراف 

G 1 1G
deg (v ) deg (v ) 1 2 3 n 1+ = + = = −   

م بـه  روي ه ـ Gهـاي گـراف    و يـال  Gهاي گراف  كند كه يال تر است و بيان مي تساوي دوم، مهم
  هستند.  nkهاي گراف كامل  ي يال اندازه

  ها  يكريختي گراف
  در شكل زير توجه كنيد: 2Gو  1Gهاي  به گراف
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 2G :         1G :        

ها در واقع يك گراف هستند كه بـه دو شـكل    شويد كه هر دوي آن دقت كنيد متوجه مياگر خوب 
  مختلف رسم شده است.  

انـد كـه    ساخته شـده  4و يك دور به طول  3هر دو گراف از كنار هم قرار گرفتن يك دور به طول 
  ي يك دارند.  ها يك رأس درجه يك يال مشترك دارند. همچنين هر دوي آن

با هم يكريخـت هسـتند. امـا اگـر بخـواهيم ايـن        2Gو  1Gهاي  گويند گراف مي در چنين حالتي
داريم كـه مشـخص كنـد هـر      2Gبه  1Gمطلب را به صورت علمي بيان كنيم، نياز به يك تابع از 

  است.  2Gي كدام رأس در  ، نماينده1Gرأس در 
  در مثال بالا، اين تابع به اين صورت خواهد بود:

f (h) s f (d) z

f (c) y f (e) t

f (b) x f (a) w

= =

= =

= =

  

اسـت پـس    s، همـان رأس  2Gي يـك در   ، موضـوع روشـن اسـت. تنهـا رأس درجـه     hدر مورد 
f (h) s=  1خواهد بود. در گرافG رأس ،h  باc  2مجاور است در گرافG  رأسs  باy   مجـاور

fشود كه  است پس معلوم مي (c) y=   .است  
هـا بـه يكـديگر     ي اتصـال آن  و نحـوه  سي رئـو  دهيم و با توجه به درجه به همين ترتيب ادامه مي

  برقرار كرد.   2Gو  1Gي دو سويي بين  توان يك رابطه مي
  هاي آن توجه كنيد: ها و ويژگي اكنون به تعريف دقيق يكريختي گراف

1G: فرض كنيد تعريف (V,E)=  2وG (V ,E )′ fدو گـراف باشـند. تـابع     =′ :V V′→   را يـك
  هاي زير را داشته باشد: ناميم هرگاه ويژگي ها مي يكريختي بين گراف

تابعي يك به يك و پوشا باشد. در واقع يك تناظر يك به يك باشد كه هـر رأس از گـراف    fالف) 
1G 2س از گراف را به يك رأG كند.   مرتبط مي  

1fباشـند آنگـاه    1Gدو رأس مجـاور در   2vو  1vب) هرگاه  (v 2fو  ( (v نيـز بايـد دو رأس    (
  توان به زبان رياضيات به اين صورت بيان كرد: باشند. اين مطلب را مي 2Gدر مجاور 

1 2 1 2(v , v ) E (f (v ) , f (v ) E′∈ ⇔ ∈  

  نويسيم: يكريخت هستند و مي 2Gو  1Gگوييم  هرگاه چنين تابعي موجود باشد، مي

1 2G G≃   
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deg(v)كند. بـراي مثـال اگـر     ي رئوس را حفظ مي هر تابع يكريختي، درجه :توجهتوجهتوجهتوجه    � k=   باشـد
degآنگاه  (f (v)) deg (v)= :است. به عبارتي داريم  

deg (f (v)) deg (v)=   

ها يكسان خواهـد   هاي آن باهم يكريخت باشند، تمام ويژگي 2Gو  1Gهرگاه دو گراف  :توجهتوجهتوجهتوجه    �
هـا بايـد يكسـان     ي درجـات رئـوس آن   ها همچنين دنباله بود. براي مثال، تعداد رئوس و تعداد يال

اي  و ... عدد رنگي و چند جمله 4، تعداد دورهاي به طول 3باشد. همچنين تعداد دورهاي به طول 
  ها بايد يكسان باشد.   آن رنگي

ها هستند و شرط كـافي نيسـتند. در واقـع     ها شرط لازم براي يكريخت بودن گراف ي اين البته همه
يكريخت نيستند  2Gو  1Gهاي  يابيم كه گراف ها يكسان نباشد اطمينان مي اگر يكي از اين ويژگي

يكريخـت   2Gو  1Gتوان بـا اطمينـان گفـت كـه      ها، بازهم نمي ي آن با يكسان بودن همهاما حتي 
 2Gبـه   1Gهستند. تنها راه براي اثبات يكريخت بودن دو گراف، پيدا كردن يك تابع يكريختي از 

  است.  

  هاي زير باهم يكريخت هستند؟ : كدام جفت از گرافمثال

  ب)      الف)     

  د)          ج)  

  ) (ب) و (د)  4  ) (الف) و (ج) 3  ) (ب) و (ج)  2  ) (ب) و (الف) 1  
ي رئوس توجـه كنـيم، گـراف (الـف)      رأس هستند. اما اگر به درجه 6ها داراي  ي گراف : همهپاسخ

هسـتند. پـس    2رأس درجـه   2ها هركدام داراي  است، اما ساير گراف 2س درجه رأ 3دقيقاً داراي 
رأس از  2هـاي (ب) و (د) هركـدام داراي    ها يكريخت نيسـت. گـراف   گراف (الف) با ساير گراف

ندارد. پس گراف (ج) هم با سـاير   4هستند در حالي كه گراف (ج) هيچ رأسي از درجه  4ي  درجه
  ها يكريخت نيست.   گراف

) صـحيح  4هاي (ب) و (د) يكريخت باشند بنابراين گزينـه (  ها امكان باقيمانده آن است كه گرافتن
  است.  

هـا را در   هـاي (ب) و (د) تـابع يكريختـي آن    : براي اطمينان از يكريخت بودن گـراف تر پاسخ كامل
  ايم: شكل زير نشان داده
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  د. توانيد تحقيق كنيد كه اين تابع شرايط يكريختي را دار مي

  ها ها و خودريختي تعداد يكريختي شمارش
fبه روي خودش باشد يعني  Gيك يكريختي از گراف  fهرگاه  :G G→   باشد آن را خـودريختي

است كـه بـه نحـو     1Gهمان  2Gيكريخت باشند، در واقع  2Gو  1Gهاي  نامند. وقتي گراف مي
هـايي ماننـد    ديگري رسـم شـده اسـت. بـه همـين دليـل تفـاوتي نـدارد كـه مـا تعـداد يكريختـي            

1 2f :G G→ 1هايي مانند  را بخواهيم يا آنكه تعداد خودريختي 1f :G G→  اقـع  را بخـواهيم. در و
  ها يك سوال هستند.  هر دوي اين

اي نيست، با اين حال بـراي   ي ساده در حالت كلي مسأله 2Gبه  1Gها از  شمارش تعداد يكريختي
  توانيم آن را حل كنيم.   هاي مشهور مي برخي از گراف

  است.  2، برابر با nده به طول ها براي يك مسير سا تعداد خودريختي الف:
هـا تـابع    خـواهيم بـين آن   داريـم و مـي   nمطابق شكل فرض كنيد دو مسير ساده به طـول   توضيح:

1fي يك است، بنابراين  يك رأس درجه 1vيكريختي پيدا كنيم.  (v بايد يـك رأس درجـه يـك     (
1fباشد. براي  (v 1fدو انتخاب داريم. پس از مشخص كردن  ( (v ، تكليف ساير رئوس مشـخص  (

از گـراف دوم مربـوط شـوند. در    هايي  ها، به رأس توجه به رعايت مجاورتها بايد با  شود و آن مي
ifواقع براي انتخاب  (v   از ابتدا به انتها و ديگري از انتها به ابتدا:ها دو راه داريم. يكي  (

  
  ]، دو تابع يكريختي وجود دارد.n، به يك مسير به طول nاز يك مسير به طول [

  است.   2nبرابر با  nCي  ها براي دور ساده تعداد خودريختيب: 
بـه   5Cخواهيم تابعي يكريختي از  را در نظر بگيريد. مي 5Cف تر، گرا براي توضيح ساده توضيح:

5C  1پيدا كنيم. در شكل زير برايf (v كـدام از  تـوانيم بـه هر   را مـي  1vانتخاب داريـم زيـرا    5، (
5رئوس  2 1u ,..., u ,u 1هـا ماننـد    مربوط كنيم زيرا همه آنv   هسـتند و وضـعيت    2داراي درجـه

1مشابهي در گراف دارند. مثلاً فرض كنيد  5f (v ) u=  .باشد  

abolfazl gilak @abolfazlgilak rahian arshad



 كنكور كارشناسي ارشد (رياضيات گسسته)  422

 

  
بينيد كـه بـراي    مجاور باشد. مي 5uهم بايد به رأسي برود كه با  2vبرديم،  5uرا به  1vحالا كه 

2v  :2دو انتخاب داريم 1f (v ) u=  2يا 4f (v ) u=.  
2يد تصميم بگيريم كه براي مثال فرض كن 4f (v ) u=  .باشد  

  
1در ادامه، با توجه به آنكه  5f (v ) u=  2و 4f (v ) u=  3است، برايv     تنها انتخـاب آن اسـت كـه

3 3f (v ) u= نتها فقط يك انتخاب اجباري وجود دارد كـه بـه ايـن    باشد. براي ساير رئوس هم تا ا
  صورت است:

3 3 4 2 5 1f (v ) u , f (v ) u , f (v ) u= = =  

5بينيد كه تعداد كل حالات ممكن برابر است با: به اين ترتيب مي 2 1 1 1 10× × × × =.  
  خواهد بود.  2nها برابر با  ، تعداد كل يكريختيnCبا همين استدلال براي 

n(kهاي گراف كامل  تعداد خودريختي ج:   است.   !nبرابر با  (
ي  ها از درجـه  ي رئوس باهم مجاورند و همه آن همه nkبا توجه به آنكه در گراف كامل  توضيح:
n ببـريم، يـك خـودريختي     nkرا به رئوس گراف  nkهستند، با هر ترتيبي كه رئوس گراف  −1

هـاي گـراف كامـل برابـر اسـت بـا تعـداد كـل          خواهيم داشت. به همين دليـل تعـداد خـودريختي   
  است.   !nشي كه برابر با  nهاي  جايگشت

پيـدا   4kبـه گـراف كامـل     4kخواهيم تابعي يكريختي از گراف كامل  براي مثال در شكل زير مي
  كنيم.  

  
4رئـوس  توانيم بـه هركـدام از    را ميانتخاب مختلف داريم زيرا آن  1v ،4براي  1u ,..., u   مربـوط

1كنيم. فرض كنيم  1f (v ) u=  2باشد. اكنون برايv  1كه باv    ،انتخـاب خـواهيم    3مجـاور اسـت
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4تواند به هر كدام از رئـوس   مي 2vداشت.  3 2u , u ,u      2مربـوط شـود. فـرض كنـيم 2f (v ) u= 
هسـتند. فـرض كنـيم     4uيـا   3uمانـد كـه    دو انتخاب بـاقي مـي   3vباشد. به همين ترتيب براي 

3 3f (v ) u= 4. در نهايت براي باشدv 4ماند:  فقط يك انتخاب باقي مي 4f (v ) u=.  
4 3 2 1 4!= × × ×   تعداد كل حالات  =

nكه  n,mkهاي گراف كامل دو بخشي  تعداد خودريختي د:  m≠  باشدn!m!   .است  
خواهيم از گراف سمت چپ به گراف سمت راست، تـابع يكريختـي پيـدا     فرض كنيد مي :توضيح

  هستند. 2,3kها در واقع  كنيم و هر دوي آن

  
و  1uهستند بايـد بـه رئـوس     3كه از درجه  2xو  1xبراي رعايت شرط يكريختي بودن، رئوس 

2u حالـت وجـود دارد.    !2هستند مربوط شـوند. بـراي انجـام ايـن كـار       3ها هم از درجه  كه آن
1همچنين رئوس  2 3y , y , y 1واهي به رئوس بايد به ترتيب دلخ 2 3v , v , v   مربوط شوند كه بـراي

برابـر بـا    fحالت مختلف وجود دارد. بنابراين تعداد كل حالات ممكن بـراي   !3انجام اين كار هم 
  است.   !3!2
  است.   !2n!nبرابر با  n,nKهاي گراف دو بخشي كامل  تعداد خودريختي هـ :

nدر قسمت (د) ديديم كه وقتي توضيح:  m≠  باشد، رئوس بخشn  عضوي بايد به رئوس بخش
n  عضوي تبديل شوند و رئوس بخشm  عضوي هم بايد به رئوس بخشm  .عضوي تبديل شوند

nحالا اگر  m= توان جاي اين دو بخش را هـم بـاهم عـوض كـرد بنـابراين تعـداد كـل         باشد مي
  شود.   برابر مي 2حالات ممكن، 

  كدام است؟ Gهاي گراف  : تعداد خودريختيمثال
  1 (120   
  2 (240   
  3 (144  

   4 (288   
يـك گـراف دو    Gشويد كه  آميزي كنيد، متوجه مي را رنگ Gاگر مطابق شكل رئوس گراف  پاسخ:

Xبخشي كامل است كه يك بخش آن  {a ,b}=   و بخش ديگـر آنY {x , y , z ,w , t}=   اسـت و
2,5Gكند. در واقع  متصل مي Yرا به يك عضو  Xهر يال، يك عضو  K=   .است  

!5!2برابر با  Gهاي  بنابراين تعداد خودريختي   است.   =240

abolfazl gilak @abolfazlgilak rahian arshad



 كنكور كارشناسي ارشد (رياضيات گسسته)  424

 

  
  كدام است؟ 2Gبه  1Gها از  : تعداد يكريختيمثال
  1 (10  

   2 (2  
  3 (5  
  4 (4  

  
 xكه به لحاظ درجه با ساير رئوس تفاوت دارند آغاز كنـيم.   4vو  6vبهتر است از رئوس : پاسخ

6fاست پس بايد  2Gتنها رأس درجه يك در گراف  (v ) x=   .باشد  
4fبراي  (v 4fاست:  2Gدر  3تنها رأس درجه  bهم فقط يك انتخاب داريم زيرا  ( (v ) b=   

 3vمجاور هسـتند. بنـابراين    4vهستند و با  2ها درجه  توجه كنيد. هر دوي آن 5vو  3vحالا به 
مربـوط شـوند. در اينجـا دو انتخـاب داريـم: يـا        dو  eبايد به يك ترتيب دلخواه به رئوس  5vو 

3f (v ) e=  5وf (v ) d=  3و يا آن كهf (v ) d=  5وf (v ) e=  هركدام از اين دو را كه انتخـاب .
 1Gيكريختـي از   2شود. بنابراين فقط  كنيد، وضعيت ساير رئوس هم به شكل اجباري مشخص مي

  وجود دارد.  2Gبه 

  گراف خودمكمل
را  Gشـود. در ايـن حالـت     يكريخت مـي  Gبا گراف مكمل خودش يعني  G گاهي اوقات، گراف

  گوييم.   خود مكمل مي
  كنيم.   ها اشاره مي نمونه مشهور از آن 3ياب هستند و در اينجا به  هاي خود مكمل، كم گراف

  ، گرافي خود مكمل است.  3 يعني يك مسير ساده به طول 4Pگراف  :1مثال 

  

G G
<======>
≃  

  
4G P≃    

4G P=  

   3؛ بـاز هـم يـك مسـير بـه طـول       3بينيـد، مكمـل يـك مسـير بـه طـول        همانطور كه در شكل مي
  است.  
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  خود مكمل است.   5Cگراف  :2مثال 

  

G G
<======>
≃  

  

5G C≃    
5G C=  

 5باشـد؛ مكمـل آن هـم يـك دور سـاده بـه طـول         5يك دور ساده به طول  Gمطابق شكل؛ وقتي 
  خود مكمل است.   5Cخواهد بود. پس 

شـود خـود مكمـل     دو رأس درجه يك به يك مثلث ساخته ميكه از اضافه كردن  Gگراف  :3مثال 
  است.  

  

G G
<======>
≃  

  

G    G  
 Gرأس درجه يك داريم. در گـراف مكمـل آن يعنـي     2به همراه  3يك دور به طول  Gدر گراف 

بـاهم   Gو  Gشـود. پـس    رأس درجـه يـك ظـاهر مـي     2بـه همـراه    3قاً يك دور به طول هم دقي
  يكريخت هستند. 

nخودمكمل باشد آنگاه تعداد رئوس آن بايد  G: اگر قضيه 4k=  ياn 4k 1=   باشد.  +
دانـيم كـه    برابـر اسـت. در ضـمن مـي     Gو  Gهاي  گاه تعداد يالخود مكمل باشد آن G: اگر برهان

Gهميشه  G

n(n 1)
e e

2

−
+   است. در نتيجه خواهيم داشت: =

G G G GG

n(n 1)
e e e e n(n 1) 4e

2

−
= ⇒ + = ⇒ − =   

nاسـت پـس يـا     4سمت راست معادله، مضـرب   4k=   يـاn 1 4k− nبـه عبـارتي    = 4k=   يـا
n 4k 1= +.  

را بررسي كنيم. ابتدا به تعداد رئوس آن  Gخواهيم خود مكمل بودن گراف  فرض كنيد مي :1نتيجه 
nكنيم. اگر  توجه مي 4k=  ياn 4k 1= بتواند خود مكمل شـود. امـا اگـر     Gباشد، ممكن است  +
n 4k≠  وn 4k 1≠ رأس داشـته   10قطعاً خود مكمل نيست. براي مثال هر گرافي كـه   Gآنگاه  +

  رأس ممكن است خود مكمل باشند.   8يا  9يا  5هايي با  باشد قطعاً خود مكمل نيست. اما گراف
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n(nيال، اگر تساوي  eرأس و  nبا در گرافي  :2نتيجه  1) 4e− برقرار باشـد، آن گـراف ممكـن     =
n(nاست خود مكمل باشد اما اگر  1) 4e−   باشد، قطعاً خود مكمل نيست. ≠

  ها خود مكمل هستند؟ ، كدامnCي  : در بين دورهاي سادهمثال
  1 (5C  9وC     2 (4C  5وC  7وC   
   10Cو  8Cو  5C    4 (5C) فقط 3  

  ) صحيح است.  3: گزينه (پاسخ
eرأس و  nداراي  nCگراف  n=  يال است. براي آنكهnC  خود مكمل شود، حداقل شرط لازم

nآن است كه  4k=  ياn 4k 1= n(nباشد. از طرفي، لازم است كه تسـاوي   + 1) 4e− برقـرار   =
  باشد.  

e n n(n 1) 4n n 1 4 n 5= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =   
خود مكمل هست. پس  5Cايم كه  هاي قبل نشان داده تواند خود مكمل باشد. در مثال مي 5Cفقط 

  حيح است.  ) ص3گزينه (
   :توجهتوجهتوجهتوجه    �

تواننـد   هـر دو بـا هـم نمـي     Gو  Gهمبند است. بـه عبـارتي    Gناهمبند باشد، آنگاه  Gالف: اگر 
  ناهمبند باشند.  

  ب: هر گراف خود مكمل، حتماً همبند است.  

  تعداد درختان پوشا (فراگير) يك گراف
ها،  توانيم با حذف تعدادي از يال ميشامل دور باشد،  Gك گراف همبند باشد. اگر ي Gفرض كنيم 

شود. بـه ايـن درخـت، يـك درخـت       را شامل مي Gي رئوس گراف  به يك درخت برسيم كه همه
فاده از دهـيم. بـا اسـت    نشان مي τ(G)را با  Gگوييم. تعداد درختان فراگير گراف  فراگير يا پوشا مي

  هاي مختلف را حساب كنيم. توانيم تعداد درختان فراگير گراف نكات زير مي
(Tree)يك درخت باشد، تنها درخت فراگير آن خودش است به عبارتي  G=Treeاگر  الف: 1τ =. 

nGاگر ب:  C=  دوري به طولn درخـت فراگيـر رسـيد     توان بـه يـك   باشد، با حذف هر يال مي
n(Cبنابراين  ) nτ =.  

  درخت فراگير است: 4داراي  4Cگراف  مثلاً
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nداراي  nkگراف كامل  ج: 2n nدرخت فراگير است:  − 2
n(k ) n −τ =   

4داراي  4kف براي مثال گرا 2
4 16

−   درخت فراگير مطابق شكل است: =

  
تشكيل شده باشد كه با رأس برشي يا يال برشـي بـه هـم     2Gو  1Gاز دو بخش  Gاگر گراف  د:

1اند، آنگاه:  متصل شده 2(G) (G ). (G )τ = τ τ.  
ها كه به صورت برشي به هـم متصـل باشـند هـم درسـت       اين مطلب براي تعداد بيشتري از گراف

  است.

  كدام است؟ Gتعداد درختان فراگير گراف : مثال
  1 (240 

   2 (820 

  3 (960 

  4 (1024 

  اند. بنابراين داريم: به صورت برشي به هم متصل شده 4Kو  4Cو  5C ،3Cهاي  گراف: پاسخ
4 2

5 3 4 4(G) (C (C ) (C ) (K ) 5 3 4 4 960−τ = τ )τ τ τ = × × × =    
  ) صحيح است.3گزينه (

mبرابـر بـا    n,mKتعداد درختان فراگير گراف  هـ : 1 n 1
n,m(K ) n .m

− −τ اي مثـال،  اسـت. بـر   =
3داراي  2,3Kگراف كامل دوبخشي  1 2 1

2 3 12
− −×   درخت فراگير است. =
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هـاي زيـر بـه دسـت      هاي مشهور با فرمول تا اينجا ديديم كه تعداد درختان فراگير گراف :توجهتوجهتوجهتوجه    �
  آيد: مي

n 2 m 1 n 1
n n n,m(Tree) 1 ; (C ) n ; (K ) n ; (K ) n .m

− − −τ = τ = τ = τ =   

ها با يال برشي يا رأس برشي به هم متصل شوند، تعـداد   ين گرافهمچنين ديديم كه اگر برخي از ا
1درختان فراگير از فرمول  2(G) (G ). (G )τ = τ τ   آيـد. امـا در حالـت كلـي، چگونـه       به دسـت مـي

  ها را تعيين كنيم؟ توانيم تعداد درختان فراگير ساير گراف مي
رسيم انتخاب كرده و سپس از  تري مي ساده ها را كه با حذف آن، به گراف براي اين كار يكي از يال

  كنيم. ي زير استفاده مي قضيه
  باشد. در اين صورت داريم: Gهاي  يكي از يال eگرافي ساده و  Gفرض كنيم  قضيه:

(G) (G e) (G.e)τ = τ − + τ   
G e−  گرافي است كه با حذف يالe آيد و  به دست ميG.e بـا منطبـق كـردن دو     گرافي است كه

را  y، ابتـدا رأس   xبر  yباشند، براي منطبق كردن  eدو سر  yو  xشود. اگر  بر هم حاصل مي eسر 
در ارتباط بودنـد را بـه محـل جديـد آن منتقـل       yهايي كه با  ي يال قرار دهيد و سپس همه xروي 
  كنيد.

  هاي مضاعف ايجاد شوند. حين انجام اين كار ممكن است يال

با يك رأس مشـترك تشـكيل    mCو  nCي  گرافي است كه از دو دور ساده 1Gفرض كنيم  :مثال
با يك يال مشـترك تشـكيل شـده     mCو  nCي  از دو دور سادهباشد كه گرافي  2Gو شده است

  ها به كدام صورت است؟ است. تعداد درختان فراگير اين گراف
  1 (1 2(G ) nm , (G ) nm 1τ = τ = −   

   2 (1 2(G ) nm 1 , (G ) nmτ = − τ =   
  3 (1 2(G ) n m , (G ) (n 1)(m 1)τ = + τ = − −   
  4 (1 2(G ) nm , (G ) (n 1)(m 1)τ = τ = − −   

  با يك رأس برشي به هم متصل هستند.  mCو  nCدورهاي  1Gدر گراف : پاسخ

  
  توان از اين فرمول استفاده كرد: بنابراين مي

1 n m(G ) (C ). (C ) nmτ = τ τ =   
  با يك يال مشترك به هم متصل هستند. mCو  nCدورهاي  2Gدر گراف 
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شـود. بنـابراين    از نوع برشي نيست زيرا بـا حـذف آن، گـراف ناهمبنـد نمـي      eيال  2Gدر گراف 

nتوانيم از حاصل ضرب  نمي m(C ). (C )τ τ .استفاده كنيم  
2Gبراي گراف  G= اي كه در حالت كلي برقرار است استفاده خواهيم كرد: از قضيه  

(G) (G e) (G.e)τ = τ − + τ   
ــراف  ــال   G-eدر گ ــذف ي ــا ح ــي  e، ب ــاده م ــك دور س ــه ي ــال   ، ب ــداد ي ــه تع ــيم ك ــايش  رس ه

(n 1) (m 1) n m 2− + − = + nاست بنابراين  − m 2G e C + −−   است. =

n m 2(G e) (C ) n m 2+ −⇒ τ − = τ = + −      

nي  كنـيم. در ايـن گـراف دورهـاي سـاده      را بر هم منطبق مـي  eدو سر يال  G.eدر گراف  1C و  −
m 1C   اند: با يك رأس برشي به هم متصل شده −

n 1 m 1(G.e) (C ) (C ) (n 1)(m 1)− −⇒ τ = τ τ = − −    

  م داشت:با جمع كردن اين دو عدد خواهي
(G) (G e) (G.e) n m 2 (n 1)(m 1) nm 1τ = τ − + τ = + − + − − = −   

(G)در فرمــول  :توجــهتوجــهتوجــهتوجــه    � (G e) (G.e)τ = τ − + τ   هــر كــدام از مقــادير ،(G e)τ  τ(G.e)و  −
G)هستند.  Gي يك دسته از درختان فراگير گراف  دهنده نشان e)τ يـر گـراف   تعداد درختان فراگ −

G دهد كه از يال  را نشان ميe شود و  در آنها استفاده نمي(G.e)τ   تعداد درختان فراگيري را نشـان
  در آنها استفاده شده است. eدهد كه از يال  مي

  ساخته شده است، ديديم كه: eبا يال مشترك  mCو  nCكه از دو دور  G: در گراف مثال
(G) nm 1τ = −   
(G e) (n 1) (m 1) n m 2τ − = − + − = + −   
(G.e) (n 1)(m 1)τ = − −   
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nmبنابراين تعداد كل درختان فراگير،  در آنهـا   eاسـت. تعـداد درختـان فراگيـري كـه از يـال        −1
nاســتفاده نشــده اســت،  m 2+ هســتند،  eاســت و تعــداد درختــان فراگيــري كــه شــامل يــال  −

(n 1)(m 1)−     است. −

  كدام است؟ Gتعداد درختان پوشا (فراگير) گراف : مثال
  1 (48 

   2 (60 

  3 (81 

  4 (80  
eيال : پاسخ ac= كنيم. اكنون طبق قضيه داريم: ف انتخاب ميرا براي حذ  

  
  هاي برشي داريم: با توجه به رأس

(G) (3)(8) (3)(6)(2) 24 36 60τ = + = + =   
اسـتفاده   eدرخـت فراگيـر از يـال     24درخت فراگير است، از ايـن تعـداد، در    60داراي  Gگراف 

  مورد استفاده قرار گرفته است. eتا از آنها، يال  36شود و در  نمي

  داد درختان فراگير با استفاده از ماتريسمحاسبه تع
يك روش ماتريسي وجود دارد. البتـه از   τ(G)ي  را در نظر بگيريد. براي محاسبه Gي  گراف ساده

توسـط ماشـين،    τ(G)ي  آنجا كه حجم محاسبات در اين روش زياد است، بيشـتر بـراي محاسـبه   
  ي استفاده از اين روش را بدانيم. دارد. با اين حال بهتر است نحوهكاربرد 
  را مطابق شكل در نظر بگيريد: Gگراف 

  
nاين گراف داراي  4رأس است. يك ماتريس  =4 4H هـاي   دهيم كه سطرها و ستون تشكيل مي ×

دهـيم. بـراي    ي رئوس را قرار مـي  ر اصلي اين ماتريس، درجههستند. در قط Gي رئوس  آن نماينده
11مثال  1h deg(v ) 2= 44و  = 4h deg(v ) 1=   است.   =

ijhمجاور باشند،  jvو  ivها اگر رئوسي  در مورد ساير درايه 1= و اگـر مجـاور نباشـند     اسـت  −
ijh   است. =0

  چنين است: Hكه در شكل رسم شده است، ماتريس  Gبراي گراف 
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1 2 3 4

1

2

3

4

v v v v

v 2 1 1 0

v 1 2 1 0
H

v 1 1 3 1

v 0 0 1 1

− − 
 − − =
 − − −
 

− 

   

  كنيم. اكنون سطر و ستون مربوط به يكي از رئوس را حذف مي
را  1vتون مربـوط بـه   تفاوتي ندارد كه كدام رأس را براي حذف انتخاب كنيد. مثلاً مـا سـطر و س ـ  

  خواهد بود: τ(G)كنيم. دترمينان ماتريسِ به دست آمده، برابر با  حذف مي
2 1 0

(G) 1 3 1 (2)(3 1) ( 1)( 1 0) 0 3

0 1 1

−

τ = − − = − − − − − + =

−

   

رأس باشـد، اسـتفاده از ايـن روش بـه      4بيشتر از  Gبينيد اگر تعداد رئوس گراف  طور كه مي همان
ي دترمينان را به سرعت انجام بدهد  تواند محاسبه گير خواهد بود اما ماشين مي ستي، وقتصورت د

  برسد. τ(G)و با اين روش به مقدار 

  هاي مسطح (هامني) گراف
هـاي   اي در صفحه رسم كنيم كه يال را مسطح (هامني) گوييم هرگاه بتوانيم آن را به گونه Gگراف 

  اي به جز رئوس گراف، يكديگر را قطع نكنند. طهآن در نق
نيـز مسـطح    4Kمسطح هستند. گراف كامل  nWو  nCهاي  ها و گراف ي درخت براي مثال همه

  است.
 4Kهـاي گـراف    رسم كرد كـه يـال   را طوري acتوان يال  بينيد، مي طور كه در شكل زير مي همان

  تقاطع كاذب نداشته باشند:

  

⇒  
  

دهد كه اين  نشان مي 4K(اين ترسيم از 
  گراف مسطح است)

ها يك تقاطع  يال 4K(در اين ترسيم از   
  وسط دارند) كاذب در

nبه ازاي  nKهاي كامل  گراف قضيه:   نامسطح هستند. ≤5
شهر داشته باشيد و بخواهيد هر جفت از  5اولين گراف نامسطح است. به عبارتي اگر  5Kدر واقع 

  شويد حداقل از يك پل استفاده كنيد. صل كنيد، ناچار ميآنها را با يك جاده مستقيم به هم مت
توانيم آن را به صورت مسـطح   يك يال را حذف كنيم، مي 5Kتوجه داشته باشيد كه اگر از گراف 

5Kرسم كنيم. در واقع  e− .مسطح است  
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بـه   5Kهاي گراف  ي يال ايم همه در شكل مقابل ما توانسته
3جز يال  5e v v= .را به صورت مسطح رسم كنيم  

  
  
  

nبا اين شرط كه  n,mKهاي دوبخشي كامل  گراف قضيه: mيـا   ≥2 باشـد مسـطح هسـتند     ≥2
nمسطح است. اگر  2,5Kل گراف براي مثا mو  ≤3 نامسـطح خواهـد بـود.     n,mKباشند،  ≤3

3,3K .اولين گراف نامسطح دوبخشي است  
طح بودن يك گراف را تشخيص دهـيم. فـرض كنيـد    توانيم مسطح يا نامس مي چگونه پرسش مهم:

خواهيم مسطح يا نامسطح بودن آن را تشـخيص دهـيم. معمـولاً در     داريم و مي Gيك گراف مانند 
  رافـها، تقاطع آنهارا از بين ببريم. براي مثال گ م يالـي رس وهـكنيم با تغيير دادن نح ابتدا تلاش مي

  را بـه صـورت    توان آن به وضوح مسطح است زيرا مي   
  رسم كرد.

شـويم.   اگر موفق شويم كه گراف را به صورت مسطح رسم كنيم، از مسطح بـودن آن مطمـئن مـي   
توانيم در مدت كوتاهي، گراف را به شكل مسطح رسم كنيم. در اينجا بايـد   حالا فرض كنيد كه نمي

  به طريقي اطمينان پيدا كنيم كه گراف نامسطح است.

  را بررسي كنيد. Gح بودن گراف : مسطح يا نامسطمثال

  
  را به صورت زير رسم كنيم: axو  byهاي  : كافيست يالپاسخ

  
  مسطح است و نيازي به بررسي بيشتر نداريم. Gپس گراف 
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  كنيم: براي اثبات نامسطح بودن يك گراف، از قضيه زير استفاده مي
يـا   5Kداشته باشـد كـه بـا     نامسطح است اگر و تنها اگر زيرگرافي Gگراف : قضيه كوراتوفسكي

3,3K .يكريخت (يا همريخت) است  
  استفاده از اين قضيه نياز به توضيح دارد.

باشند، ايـن احتمـال    4رأس باشد كه هر كدام حداقل از درجه  5اگر گراف داده شده حداقل داراي 
رأس  5را پيـدا كنـيم. بـراي ايـن كـار،       5Kنيم زيرگرافـي ماننـد   دهيم كه در آن گراف بتـوا  را مي

5موردنظر را  1v , ... , v      بناميد و بررسي كنيد كه آيا هر كدام از آنها، بـا چهـار رأس ديگـر مجـاور
اسـت و بـا اطمينـان     5Kاست يا خير؟ اگر چنين رئوسي را پيدا كرديد، گـراف داده شـده شـامل    

  گوييم كه مسطح نيست. مي
را در آن پيـدا كنـيم. بـراي     3,3Kوجود نداشته باشد، ممكن اسـت بتـوانيم    Gدر گراف  5Kاگر 

سـعي  باشـد وجـود داشـته باشـد.      3م حداقل ي هر كدا رأس كه درجه 6حداقل بايد  3,3Kوجود 
 3رأس را به دو بخش آبـي و قرمـز كـه هـر بخـش       6آميزي رأسي، اين  كنيم با استفاده از رنگ مي

عضو داشته باشد تقسيم كنيم. اگر همه رئوس آبي با همه رئـوس قرمـز مجـاور باشـند، مـا موفـق       
  را پيدا كنيم. 3,3Kايم كه  شده

  را بررسي كنيد. G: مسطح يا نامسطح بودن گراف ثالم

  
پيدا كنيم پس مطمئن هستيم زيرگرافي  4ي حداقل  رأس با درجه 5توانيم  : در اين گراف، نميپاسخ
  در آن وجود ندارد. 5Kمانند 

وجـود داشـته باشـد كـه      Gدر گراف  3حداقل  ي رأس با درجه 6بايد  3,3Kاز طرفي براي يافتن 
گوييم كه گـراف   هم نيست. به اين ترتيب با اطمينان مي 3,3Kشامل چنين نيست. پس اين گراف، 

G .مسطح است  
  را عوض كنيد). yو  z(براي ترسيم اين گراف به شكل مسطح، كافيست جاي 

  ا بررسي كنيد.ر G: مسطح يا نامسطح بودن گراف مثال
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رسد كه بتوان گراف را به شكل مسطح رسم كرد. اما بايد از نامسطح  نگاه اول به نظر نمي: در پاسخ
  اطمينان پيدا كنيم. Gبودن 

در ايـن گـراف وجـود داشـته      5Kدر اين گراف هستيم. براي آن كه  3,3Kيا  5Kبه دنبال يافتن 
وجـود   5Kباشد نياز داريم. پس در ايـن گـراف،    4رأس كه درجه آنها حداقل  5باشد، حداقل به 

  ندارد.
رأس بـا   6باشد نياز داريم كه در ايـن گـراف    3رأس كه درجه آنها حداقل  6به  3,3Kبراي ايجاد 

رأس را به دو بخش آبي و قرمز تقسـيم كنـيم كـه     6ين شرايط وجود دارد. اكنون بايد بتوانيم اين ا
  را بدهند. 3,3Kتشكيل 

Xبينيـد كـه اگـر     مطابق شـكل مـي   {a, x, z}=   را در يـك
Yبخــش و  {b,c, y}=  ،را در بخــش ديگــر فــرض كنــيم

نامســطح  Gوجــود دارد. پــس  Gگــراف  در 3,3Kاف گــر
  است.

  را بررسي كنيد. G: مسطح يا نامسطح بودن گراف مثال

  
  را پيدا كنيم يا خير؟ 5Kتوانيم  ببينيم آيا در اين گراف مي: پاسخ

باشـد نيـاز داريـم. پـس رئـوس       4قل ي هـر كـدام از آنهـا حـدا     رأس كه درجـه  5براي شروع به 
x, y, z,b,c هايي كـه بـين آنهـا قـرار      رأس به همراه يال 5گيريم. حالا ببينيم آيا اين  را در نظر مي

  دهند يا خير؟ را مي 5Kدارد، تشكيل 
رأس همگي با هم مجاور  5بينيد كه اين  در شكل مقابل مي

گرافـي   Gاست پس  Gزيرگرافي از  5Kو در واقع هستند 
  نامسطح است.

  

  تقسيم مبنا
هـا،   خواهيم توجه شما را به مطلب جديدي جلب كنيم كه طبق تعريف همريختي گـراف  اكنون مي

  حق استفاده از آن را داريم.
را بـه عنـوان    2توانيد رئوس درجـه   ، شما ميGدر گراف  3,3Kيا  5Kبراي يافتن زيرگرافي مثل 

(شكل سـمت   Gتوانيد در گراف  ي بين دو رأس ديگر در نظر بگيريد. براي مثال ميليا يك واسطه
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تصـور كنيـد و    yو  xي يـالي بـين دو رأس    را مانند يـك واسـطه   bو  aچپ)، رئوس درجه دوي 
هـم مسـطح اسـت و     Gمسـطح باشـد،    ′G(شكل سمت راست) را ايجـاد كنيـد. اگـر     ′Gگراف

  بالعكس.

  
  هم نامسطح است. Gاست پس نامسطح است و در نتيجه  5Kهمان  ′Gگراف 

  هاي با درجه بيشتر هم قابل انجام است. مبنا براي رأسدهد كه تقسيم  مثال بعدي نشان مي

  : گراف پترسن مسطح است يا نامسطح؟مثال
يك مثال معروف از كاربرد تقسيم مبنا؛ اثبات نامسطح بـودن گـراف پترسـن اسـت. در ايـن      : پاسخ

را  aرد. امـا اگـر رأس   وجـود نـدا   5Kوجود ندارد. پـس در آن   4ي حداقل  گراف، رأس با درجه
وجـود دارد.   3,3Kبينيم كـه در آن   حذف كنيم و سپس از تقسيم مبنا مطابق شكل استفاده كنيم مي

  پس گراف پترسن مسطح نيست.

  

  
  هاي مسطح همبند فرمول اويلر براي گراف

رت مسطح در صـفحه رسـم   را در نظر بگيريد. وقتي اين گراف را به صو Gگراف همبند و مسطح 
كـران اسـت و اگـر     كند. يكي از اين نـواحي، بـي   كنيم، صفحه را به يك يا چند ناحيه تقسيم مي مي
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شود. تعداد نواحي (وجوه) گراف  دار هم ايجاد مي ي كران گراف شامل دور هم باشد، تعدادي ناحيه
  دهيم. نشان مي rرا با 

 Gتعداد رئوس و تعداد نواحي در گراف همبنـد و مسـطح   ها،  اي بين تعداد يال فرمول اويلر، رابطه
  كند. برقرار مي

r  در هر گراف همبند مسطح داريم: قضيه اويلر: e n 2= − +   
eكران است. همچنين  ي بي براي مثال در هر درخت، فقط يك ناحيه داريم كه همان ناحيه n 1= − 

  لر داريم:است. طبق فرمول اوي

r n 1 n 2 1= − − + =   

nداريم    در گراف eو  =6 rو در نتيجه  =6 6 6 2 2= − + =.   
دار تقسـيم   كران و كـران  ي بي ناحيه 2طور كه از شكل اين گراف مشخص است، صفحه را به  همان

  كند. مي
ي همبندي است، فرمول اويلر به  مؤلفه Kگرافي مسطح اما ناهمبند باشد كه داراي  Gگر ا :توجهتوجهتوجهتوجه    �

rصورت  e n (K 1)= − +   آيد. درمي +
K)ي همبنـدي دارد   همبند باشد، فقـط يـك مؤلفـه    Gتوجه كنيد كه وقتي  و همـان فرمـول    =(1

r e n 2= −   آيد. مي به دست +

  ي هر ناحيه (وجه) درجه
باشد. اگر مرز اين ناحيـه را بپيمـاييم، تعـداد     Gيكي از نواحي ايجاد شده در گراف  Rفرض كنيد 

گوييم. براي توضيح بهتـر، بـه مثـال زيـر      مي Rي  آيد كه به آن درجه هاي مرزي آن به دست مي يال
  توجه كنيد:

  را داريم. 3Rكران  ي بي و يك ناحيه 2Rو  1Rدار  ي كران در اين گراف دو ناحيه

  
1deg(Rيال است. پس  3دقيقاً شامل  1Rمرز  ) 3=.  

4، يال 2Rي مرز  در محاسبه 7v v  2بار حساب كنيم زيرا اگر بخواهيـد مـرز    2را بايدR   را طـي
  كنيد، نياز به يك رفت و برگشت روي اين يال داريد.

1توان به اين صورت طي كرد:  را مي 2Rبراي مثال مرز  2 4 7 4 5 6 1v v v v v v v v   
2degپس  (R )   است. =7
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1شود:  هم به اين صورت طي مي 3Rي  مرز ناحيه 2 3 4 5 6 1v v v v v v v   
3degپس  (R )   است. =6

هـايي كـه در تمـاس بـا آن ناحيـه هسـتند را        ي يك ناحيه، يال ي درجه در محاسبه تر: به بيان ساده
  بار شمرده شود. 2و اگر يالي از هر دو طرف با آن ناحيه در تماس باشد بايد شماريم  مي

برابـر تعـداد    2ي نواحي آن است كه مجموع درجات همه نواحي،  يك نتيجه ساده از تعريف درجه
  ها است: يال

r

i
i 1

deg (R ) 2e

=
=∑   

ف مسـطح همبنـد را شناسـايي    هاي گـرا  خواهيم با استفاده از اين تساوي، يكي از ويژگي اكنون مي
n)رأس داشته باشد  3حداقل  Gكنيم. اگر گراف  ي ممكـن، يـك    آنگـاه كـوچكترين ناحيـه    ≤(3

idegاست. يعني  3داقل ـي هر ناحيه، ح هــمثلث است. بنابراين درج (R )   ه داشتهـاست. توج ≤3
  ران داريم كه هر دو طرف يال در آنـك ي بي هـاحيفقط يك ن راف ـد كه در گـباشي 
1degقرار دارند و در اين حالت   (R ) حداقل  Gشود. با اين حال ما شرط كرديم كه گراف  مي =2
ي هر ناحيه، بزرگتر يـا   توانيم مطمئن باشيم كه در اين گراف درجه رأس داشته باشد، بنابراين مي 3

  ي قبل داريم: طبق نتيجه است. حالا 3مساوي 
r

i
i 1

2e deg (R )

=
=∑   

1 r2e deg(R ) ... deg(R ) 3 3 ... 3 3r⇒ = + + ≥ + + + =   
2e 3r 2e 3(e n 2) e 3n 6⇒ ≥ ⇒ ≥ − + ⇒ ≤ −   

  كنيم: بندي مي حكم به دست آمده را به اين صورت جمع
eمسطح باشد آنگاه  Gگراف همبند را در نظر بگيريد. اگر  قضيه: 3n 6≤ ين اگـر در  است. بنابرا −

eيك گراف همبند،  3n 6>   باشد، آن گراف مسطح نيست. −
nرا براي  nKي قبل، نامسطح بودن  : با استفاده از قضيهمثال   ثابت كنيد. ≤5

n(nهـا   ، تعداد يالnKدر گراف : پاسخ 1)
e

2

−
nاسـت. بـراي    = n(nداريـم   ≤5 1)

3n 6
2

−
> − 

eبنابراين  3n 6> nبراي  nKاست و در نتيجه گراف  −   نامسطح است. ≤5
اسـت   3ي هر ناحيه، حداقل  رأس باشد آنگاه درجه 3داقل داراي همبند باشد و ح Gگفتيم كه اگر 

e(مثلث)، و با استفاده از اين مطلب توانستيم شرط  3n 6≤ هـاي همبنـد مسـطح     را براي گـراف  −
  ثابت كنيم.

در نـدارد.   3دور به طول  Gفاقد مثلث است، به عبارتي بدانيم كه  Gدانيم كه  اكنون فرض كنيد مي
ideg(Rتـوان گفـت    ي ممكن يك چهارضلعي است پـس مـي   اين صورت كوچكترين ناحيه ) 4≥ 

  است. با استفاده از اين نامساوي داريم:

1 r2e deg(R ) ... deg (R ) 4 4 ... 4 4r= + + ≥ + + + =   
2e 4(e n 2) e 2n 4⇒ ≥ − + ⇒ ≤ −   
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اسـت.   3وري بـه طـول   فاقد د Gدانيم كه  را در نظر بگيريد. فرض كنيد مي Gگراف همبند  نتيجه:
eمسطح باشد خواهيم داشت  Gاگر  2n 4≤ −.  

eاست و  3ور به طول دفاقد  Gبنابراين اگر بدانيد كه گراف  2n 4> توانيد نتيجه  باشد آنگاه مي −
  نامسطح است. Gبگيريد كه 

نداشته باشـد آنگـاه نامسـاوي     mل كمتر از همبند باشد و دوري با طو Gدر حالت كلي اگر نتيجه: 
2e m(e n 2)> −   نامسطح است. Gدهد كه  نشان مي +

  : با استفاده از نتيجه فوق ثابت كنيد كه گراف پترسن نامسطح است.مثال
گراف پترسن همبند اسـت و دور بـه طـول كمتـر از     : پاسخ

m nتعداد رئوس  ندارد. در اين گراف =5 و تعداد  =10
eها  يال 2eاسـت پـس    =15 5(e n 2)> − اسـت. ايـن    +

  دهد كه گراف پترسن نامسطح است. نامساوي نشان مي

  گراف اشتراكي
س بـراي  را يـك رأ  Xعضـوي   2هـاي   را در نظر بگيريد. هر زيرمجموعه Xعضوي  Nي  مجموعه

Nتصور كنيد. تعداد اين رئوس برابر با  Gگراف 
n

2

 
=  
 

  است. 

Aبه شرطي مجاورند كه  Bو  Aحالا فرض كنيد دو رأس مانند  B = باشد. چنـين گرافـي را    ∩∅
  ناميم. يك گراف اشتراكي مي

X: به ازاي مثال   به اين صورت خواهد بود: G، گراف ={1,2,3,4}

  
X: به ازاي مثال {1,2,3,   همان گراف مشهور پترسن است: G، گراف ={4,5
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  نكات تكميلي گراف اشتراكي
Xفرض كنيم  {1,2,..., N}=  وG   عضـوي   2هـاي   گراف اشتراكي تشكيل شده بـا زيرمجموعـهX 

  باشد.

Nبرابر است با  Gتعداد رئوس  -
| V |

2

 
=  
 

.  

vرأس  اگر - ي  را در نظر بگيريد، اين رأس فقط با رئوسي مجاور است كه زيرمجموعـه  ={1,2}

,3}عضوي  2 4,..., N}  باشند. پسN 2
deg(v)

2

− 
=  
 

  است. 

Nه رئوس آن گرافي منتظم است كه درجه هم Gبه اين ترتيب گراف  - 2

2

− 
 
 

  است. 

Nدر نتيجه:  2ها برابر است با مجموع درجات، تقسيم بر  تعداد يال - N 21
e

2 22

−  
=   

  
   

,3}، {1,2}مجموعه مجزا مانند  3به ازاي هر  - شـود. بـه    ايجاد مـي  Gمثلث در  يك {5,6}و  {4

N1برابر است با  Gها در گراف اشتراكي  همين دليل تعداد مثلث

2,2,23!

 
 
 

.  

Nبراي  Gگراف  -    N، نامسطح است، براي ≤5 Nهميلتوني است، و براي  ≤8 رط به ش ـ ≤6
Nآن كه  4K 3= Nيا  + 4K 2=   باشد، اويلري است. +

  Matchingتطابق 
  را مطابق شكل در نظر بگيريد: Gي  هگراف ساد

  
  ها هيچ رأس مشتركي نداشته باشند. ناميم هرگاه آن يال را يك تطابق مي Gهاي  اي از يال مجموعه

Sي  براي مثال مجموعه {xa, tw}= هاي انتخاب شـده در   يك تطابق است زيرا يالS  هـيچ رأس ،
Hي مشتركي ندارند. اما مجموعه {xa, tw,ct}= هاي  يك تطابق نيست زيرا يالtw  وct  در رأسt 

  با هم اشتراك دارند.
  هاي زير و توضيحات مربوط به هر كدام توجه كنيد:  به تطابقاكنون 
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1S {ab}=      يك تطابق است كه فقـط از يـك يـال تشـكيل
هـا،   ي تك عضـوي از يـال   شده است. در واقع هر مجموعه

  يك تطابق است.
  
  

اضافه كنيد طوري كه تطابق بودن آن حفظ شود؟ كافيسـت يـالي    1Sتوانيد يك يال ديگر به  آيا مي
  در تماس نباشد.b و   aكه با رئوس  را انتخاب كنيم

2Sمثلاً  {ab,cd}=  1يك تطابق است و 2S S⊂ ،2S  يك
 2Sتوانيد يك يال ديگـر بـه    عضوي است. آيا مي 2تطابق 

  ؟اضافه كنيد تا تطابق بزرگتري به دست آيد
  

در  dو  a ،b ،cكافيست يالي را انتخاب كنيد كه بـا رئـوس   
تـوانيم يـك    مـي  twتماس نباشد. مثلاً با اضافه كـردن يـال   

  تطابق بزرگتر به دست آوريم.
3S {ab,cd, tw}=   ــابق ــك تطـ ــت و   3يـ ــوي اسـ عضـ

2 3S S⊂.  
  ، تطابق بزرگتري پيدا كنيد؟3Sه توانيد با اضافه كردن يك يال ديگر ب آيا مي

  اضافه كرد. 3Sتوان به  شويد كه ديگر هيچ يالي نمي با كمي بررسي متوجه مي
3S    تطـابق ماكزيمـال،   نامنـد.   را يك تطـابق ماكزيمـال مـي

فه كـردن يـك يـال بـه آن،     توان با اضا تطابقي است كه نمي
  تطابق بزرگتري به وجود آورد.

  
Mي  اكنون به مجموعه {ad,ct}= ها توجه كنيد. از يال  

M  توانيد يك يال به  عضوي است. آيا مي 2يك تطابقM    اضافه كنيد و تطابق بزرگتري بـه وجـود
ي  تطـابق ماكزيمـال اسـت. نحـوه    هـم يـك    Mبينيد كه اين كار ممكن نيست. در واقـع   آوريد؟ مي
  يال دارد، ديگر قابل گسترش نيست. 2اي بوده است كه با آن كه فقط  به گونه Mها در  انتخاب يال

عضوي  3هاي ماكزيمال هستند با آن كه يكي از آنها  هر دو تطابق Mو هم  3Sبينيد كه هم  پس مي
  عضوي است. 2و ديگري 

هاي يك تطابق را طوري انتخاب كنيـد كـه از    توانيد يال يك پرسش تازه فكر كنيد: آيا مي اكنون به
  همه رئوس استفاده كرده باشيد؟

  گير باشد به اين صورت است: در اين گراف، بهترين انتخاب براي ايجاد يك تطابق كه همه
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P {ax, bc,dw, ty}=   
توان يـال   يك تطابق ماكزيمال است زيرا ديگر نمي Pن يك تطابق است. در ضم Pبررسي كنيد كه 

  جديدي به آن افزود.
 Pي رئوس گراف استفاده شـده اسـت.    داراي اين ويژگي است كه در آن از همه Pها،  علاوه بر اين

  نامند. را يك تطابق تام (كامل) مي
رئوس گـراف، فـرد باشـد،     ها لزوماً داراي تطابق تام نيستند. به عنوان نمونه اگر تعداد ي گراف همه

ي يك جفت از رئـوس   واضح است كه تطابق تام نخواهد داشت. زيرا در تطابق تام، هر يال نماينده
  شود. محسوب مي

  هاي مهم شمارشي فرمول
عضـوي   kهاي  ، و تعداد تطابقkهاي  ، تعداد دورهاي به طولkخواهيم تعداد مسيرهاي به طول  مي

  كنيم:را در چند گراف مشهور بررسي 
  هاي بعدي دارند. كنيم كه نقش مهمي در فهميدن فرمول ابتدا دو مسئله مقدماتي مطرح مي

k: سئله اولم 1ي  نقطه +1 k 1a ,..., a توانيد يك مسير سـاده بـه    در اختيار داريد. به چند طريق مي +
  بين آنها ايجاد كنيد؟ kطول 
kع براي شرو: پاسخ يا ... آغاز كنيم. فرض كنيـد   2aيا از  1aتوانيم از  انتخاب داريم. مثلاً مي +1

ر يكـي از  انتخاب داريم. به همين ترتيب هـر بـا   kي بعدي  آغاز كنيم. براي نقطه 1aخواهيم از  مي
k)ها  شود. با ضرب تعداد انتخاب هايمان كم مي انتخاب   آيد. به دست مي +!(1

كـرد. از   طـي تـوان   كنيم زيرا هر مسير را دو جور مي 2حالا بايد جواب به دست آمده را تقسيم بر 
تقسـيم   2است جوابمان بر  ايم و لازم بار شمرده 2اول به آخر يا از آخر به اول. پس ما هر مسير را 

  شود.
kاگر  نتيجه: ها مجاز باشد، تعـداد مسـيرهاي    نقطه در اختيار داشته باشيد و استفاده از همه يال +1

k)برابر با  kبه طول  1)!

2

  است. +

!3رسم كرد  توان مي  نقطه 3كه با استفاده از  2مثلاً تعداد مسيرهاي به طول 
3

2
  مسير است: =
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1ي  نقطه k: فرض كنيد سئله دومم 2 ka ,a , ... , a  در اختيار داريد. تعداد دورهاي به طولk    كـه بـا
  توان ساخت چقدر است؟ اين رئوس مي

آغـاز كنـيم بـراي     1aانتخاب داريم. فرض كنيد مـثلاً از   kبايد از يكي از رئوس آغاز كنيم. : پاسخ
kرأس دوم،   1aدهيم و در آخرين گـام مجبـوريم بـه     انتخاب داريم. به همين ترتيب ادامه مي −1

  رسيم. حالت مي !kي ضرب به  برگرديم، (يك انتخاب). به اين ترتيب با استفاده از قاعده
 2تـوان از هـر رأس آن در    را مـي  kتقسيم كنيم. زيرا هر دور به طول  2kاما اين جواب را بايد بر 

تقسـيم   2kايم. بايد جواب را بر  بار شمرده 2kرا ما  kجهت مختلف طي كرد. پس هر دور به طول 
  د.كنيم تا حالات تكراري از بين برون

برابر با  kها مجاز باشد، تعداد دورهاي به طول  نقطه داشته باشيم و استفاده از همه يال kاگر  نتيجه:
k! (k 1)!

2k 2

−
  است. =

  توان ساخت: مي 4دور به طول  3نقطه،  4: با داشتن مثال

(4 1)! 3!
3

2 2

−
= =   

  
  هاي شمارشي زير را استخراج كنيم: يم فرمولتوان حالا با ايده گرفتن از دو مثال قبل مي

nبرابر با  nkدر گراف  mتعداد كل مسيرهاي به طول  )1 (m 1)! 1
P(n,m 1)

m 1 2 2

  +
= + + 

  است. 

mابتدا  mبراي تشكيل مسيري به طول  توضيح: كنيم. سـپس بـا اسـتفاده از     گره را انتخاب مي +1

mاين  m)توان  گره مي +1 1)!

2

  ساخت. mمسير مختلف به طول  +

n :توجهتوجهتوجهتوجه    � n(m 1)!
P(n 2,m 1)

m 1 22

   +
= − −   +   

   

وجـود دارد، برابـر بـا     nkاز گـراف   jvو  ivكـه بـين دو رأس    mتعداد مسيرهاي به طـول   )2
P(n 2,m 1)−   است. −

nبرابر با  nkدر گراف  mدورهاي به طول تعداد  )3 (m 1)! 1
P(n,m)

m 2 2m

  −
= 

 
  است. 

m)تـوان   گـره مـي   mكنيم. حالا با اسـتفاده از   گره انتخاب مي nگره از بين  mابتدا  توضيح: 1)!

2

− 
  ايجاد كرد. mدور به طول 

mهمان دورهاي بـه طـول    nkدورهاي هميلتوني در گراف  :توجهتوجهتوجهتوجه    � n=     هسـتند. پـس تعـداد

n)دورهاي هميلتوني در اين گراف برابر با  1)!

2

  است. −
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 2kفقط دورهاي به طول زوج وجود دارد. تعداد دورهاي به طول  n,mkي در گراف دو بخش )4

nدر اين گراف برابر با  m k!(k 1)!

k k 2

   −
  
  

  است. 

كنـيم. اكنـون بـا     عضوي انتخـاب مـي   mگره از بخش  kعضوي و  nگره از بخش  kابتدا  توضيح:

k!(kتوان  گره مي 2kاين استفاده از  1)!

2

  دور ايجاد كرد. −

nبه شرطي دور هميلتوني دارد كه  n,mkگراف  :توجهتوجهتوجهتوجه    � m=   باشد. در گـرافn,nk   هـر دور
  برابر است با: n,nkاست. بنابراين تعداد دورهاي هميلتوني در  2nل هميلتوني، يك دور به طو

n n n!(n 1)! n!(n 1)!

n n 2 2

   − −
=  

  
   

برابـر بـا    nkيال) در گـراف   kهاي داراي  عضوي (تطابق kهاي  تعداد تطابق )5
k

n!

k!2 (n 2k)!−
 

  است.
را بشماريم. تعـداد كـل    nkيالي در گراف  3هاي  خواهيم تطابق براي مثال فرض كنيد مي توضيح:

n(nها  يال 1)

2

1eاست. فرض كنيد يال  − (a, b)=      را انتخاب كنـيم. اكنـون بايـد رئـوسa  وb  و
nرتبط بــا آنهــا را كنــار بگــذاريم. پــس گــراف هــاي مــ همــه يــال 2k مانــد كــه داراي  بــاقي مــي −

(n 2)(n 3)

2

− 2eكنيم. مـثلاً فـرض كنيـد يـال      يال است. يكي از آنها را انتخاب مي − (c,d)=  را
هاي مرتبط بـا آنهـا را كنـار بگـذاريم پـس       و همه يال dو  cانتخاب كرده باشيم. اكنون بايد رئوس 

nگراف  4k n)ماند كه داراي  باقي مي − 4)(n 5)

2

− را از ابـين آنهـا انتخـاب     3eيال اسـت. يـال    −
  كنيم. مي

n(nضرب  ي ضرب به حاصل با استفاده از قاعده 1)(n 2)...(n 5)

2 2 2

− − −
× ×

 3رسيم. اما هـر تطـابق    مي 
، داراي 3eو  1e  ،2eحالت، شمرده باشيم (يعنـي ترتيـب انتخـاب     !3عضوي را ممكن است به 

  حالت است.) !3
  كنـيم. بـه ايـن     تقسـيم مـي   !3بار شمرده باشيم. پس جـواب را بـر    6اهيم اين تطابق را خو ما نمي

برابر بـا   nkعضوي در  3هاي  بينيم كه تعداد تطابق ترتيب مي
3 3

n(n 1)...(n 5) n!

3! 2 3!2 (n 6)!

− −
=

× −
 

  است.

nفقط به شرطي تطابق كامل دارد كه  nkگراف  :توجهتوجهتوجهتوجه    � 2k=  زوج باشد. هر تطابق كامل داراي
n

k
2

  است با: برابر با nkهاي كامل (تام) در گراف  يال است. پس تعداد تطابق =
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k

(2k)!
(1)(3)(5)...(2k 1)

2 k!
= −  

nبرابر با  n,mkيال) درگراف  kعضوي (داراي  k هاي تعداد تطابق )6 m
k!

k k

  
  
  

  است. 

عضوي انتخاب كنـيم. سـپس بـه     mگره از بخش  kعضوي و  nگره از بخش  kابتدا بايد  توضيح:
k! توان اين دو مجموعه  حالت ميk  عضوي را بهk ا تبديل كرد.جفت مجز  
nفقط وقتي تطابق كامل دارد كه  n,mkگراف  :توجهتوجهتوجهتوجه    � m=    باشد. در اين صورت هـر تطـابقي

nهايش  كه تعداد يال k= هـاي كامـل در گـراف     باشد يك تطابق كامل است. بنابراين تعداد تطابق

n,nk  برابر باn n
n! n!

n n

  
=  

  
  است. 

  هاي كامل در گراف نردباني: تعداد تطابق )7

  
هـاي   گرافي نردباني (مطابق شكل) است كه رئـوس رديـف بـالايي آن را بـا شـماره      Gفرض كنيد 
1,2,..., n ايم. نامگذاري كرده  

nبه ازاي    است. فقط يك تطابق كامل داريم كه به صورت  =1

nبه ازاي    هستند.    و    دو تطابق كامل داريم كه =2

nبراي هر  nي بازگشـتي فيبونـاتچي يعنـي     ، با استفاده از رابطه≤3 n 1 n 2F F F− −= تـوانيم   مـي  +
1Fي  هاي كامل را تعيين كنيم. البته مقادير اوليه ابقتعداد تط 2Fو  =1   را در نظر داشته باشيد. =2

  چند تطابق كامل دارد؟ Gگراف  :مثال
  1 (21  
  2 (13  
  3 (64  
  4 (32 

n: يك گراف نردباني داريم كه رئوس رديف بالايي آن پاسخ هـاي   تا هستند. پس تعداد تطابق =6
  است. 6Fكامل برابر با 

1 2 n n 1 n 2F 1 , F 2 , F F F− −= = = +  
  ي اول داريم: جمله 6با محاسبه 

61,2,3,5,8,13 F 13⇒ =    
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nا برابر ب nPي  عضوي در مسير ساده kهاي  تعداد تطابق) 8 k

k

− 
 
 

  است. 

  
nگره و  nداراي  nPي  مسير ساده توضيح: nخواهيم از بين اين  يال است. مي −1 يال  kيال،  −1

هـاي انتخـاب شـده     كنيد يال هاي انتخاب شده، مجاور نباشند. تصور را انتخاب كنيم طوري كه يال
nهـا روي هـم    يال آبي رنگ باشـند و سـاير يـال    kقرار است  k 1− يـال قرمزرنـگ را تشـكيل     −

  دهند. مي
nهاي آبي رنگ كنار هم قرار نگيرند. براي شروع فرض كنيد  خواهيم يال مي k 1− يـال قرمـز را    −

nقبل، بعد و مابين آنها  در يك رديف داريم. k− هـا   محل فرضي وجود دارد. از اين محلk   تـا را
دهيم. به همين دليـل تعـداد كـل حـالات      ها قرار مي هاي آبي را در اين محل كنيم و يال انتخاب مي

nممكن، برابر با  k

k

− 
 
 

  است. 

  ماتريس مجاورت
1ي رئوس  مجموعهرا با  Gگراف  2 nV {v ,v ,..., v در نظـر بگيريـد. مـاتريس مجـاورت ايـن       ={

nگراف، يك ماتريس  nA هستند. اگر يال  Gهاي آن نظير رئوس گراف  است كه سطرها و ستون ×
i j(v , v ijaدر گراف موجود باشد داريم  ( ijaو در غير اين صورت  =1   است. =0

براي مثال اگر ماتريس مجاورت يك گراف به صورت 
1 1 0

A 0 0 1

0 0 0

 
 =  
  

هاي اين گـراف   باشد يال 

1عبارتند از  1(v , v 1و  ( 2(v , v 2و  ( 3(v , v ) :  

1 2 3

1

2

3

v v v

v 1 1 0

v 0 0 1

v 0 0 0

 
 
 
  

         

   

  

  با توجه به مثال بالا موارد زير بديهي هستند:
  دار باشد. جهت Gگراف  ⇔متقارن نيست  Aماتريس  )1
  داراي طوق نباشد. G  ⇔همه صفر هستند  Aقطر اصلي  )2
  است. ivي خروجي  رجهاُم برابر با د iمجموع سطر  )3

  است. ivي ورودي  اُم برابر با درجه iمجموع ستون     
يـك مـاتريس متقـارن     Aدار و بدون طـوق هسـتند، مـاتريس     هاي ساده كه غير جهت در گراف )4

اُم برابـر بـوده و    iجمـوع سـتون   اُم بـا م  iاست، قطر اصلي آن برابر با صفر است و مجموع سـطر  
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ideg (v ي  ، همـان مجمـوع همـه   Aهـاي   ي درايـه  دهد. در اين حالت، مجموع همـه  را نشان مي (
  شود. ها برابر مي برابر تعداد يال 2درجات است پس با 

n n n

ij i
i 1 j 1 i 1

G a deg (v ) 2e

= = =
⇒ = =∑ ∑   گراف ساده باشد ∑

  و كاربرد آن kAماتريس 
ijaوقتي  Aدر ماتريس  رسـيد و هنگـامي كـه     jvبـه   ivتوان با يـك گـام از    است يعني مي =1

ija kرسيد. اكنـون مـاتريس    jv به ivتوان با يك گام از  باشد، يعني نمي =0
A AA ... A=

����	���

را  

  باشد. kAاز ماتريس jو ستون  iهاي سطر  ي درايه دهنده نشان ijbدر نظر بگيريد. فرض كنيد 
ijb ها  اد كل راهبرابر است با تعد(walk)  رأس  ازبراي رسيدنiv  بهjv    ًدر صورتي كـه دقيقـاk 

  گام برداريم:
jv (kبه  ivاز  kها)ي به طول  ها (گشت (تعداد كل راه

ij n n ijA (b ) b×= ⇒ =   

  ماتريس مجاورت است). Aرا به دست آوريد. ( 3A، ماتريس Gبراي گراف  :مثال

1 2 3 4(v , v , v , v ) (a,b,c,d)=        

  : ماتريس مجاورت اين گراف چنين است:پاسخ
a b c d

a 0 1 1 0

b 1 0 1 0
A

c 1 1 0 1

d 0 0 1 0

 
 
 =
 
 
 

   

بار در خودش ضـرب كنـيم يعنـي     3را  Aاست كه ماتريس يك راه آن  3Aبراي نوشتن ماتريس 
3A AAA=3توانيم از مفهوم  . همچنين ميA :استفاده كنيم  

 3

a b c d

a 2 3 4 1

b 3 2 4 1
A

c 4 4 2 3

d 1 1 3 0

 
 
 =
 
 
 

  

32bي سطر سوم و ستون دوم يعني  درايه ،3Aبراي مثال در ماتريس است يعني اگر بخواهيم  =4

k بار  
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هـا را در   روش وجود دارد. ايـن گشـت   4برويم، براي اين كار  bبه رأس  cگام از رأس  3با دقيقاً 
cdcb  ايم: اينجا ليست كرده , cacb , cbcb , cbab   

  جود دارد.و 3Aي بسيار مهم در مورد قطر اصلي ماتريس يك نكته
آغاز شده  ivرا كه از رأس  3هاي به طول  كه روي قطر اصلي قرار دارد، تعداد گشت iibي  درايه

 كه ابتدا و  3دهد. اگر خوب دقت كنيد، هر گشت به طول  شوند را نشان مي ختم مي ivو به رأس 
  ) خواهد بود.3انتهاي آن يكسان باشد، يك مثلث (دور به طول 

11bي قطر اصلي در مثال بالا،  مثلاً اولين درايه رسـيد   aبه  aشود از  طريق مي 2است زيرا به  =2
22bي دوم روي قطر اصلي يعني  . همچنين درايه abcaو  acbaگام برداشت:   3و دقيقاً  است  =2

  . bcabو  bacbگام برداشت:  3رسيد و دقيقاً  bبه  bشود از  طريق مي 2زيرا دقيقاً به 
33bي سوم روي قطر اصلي هم  درايه   است. cbacو  cabcهاي  ي گشت دهنده است كه نشان =2

را نشـان   cو  bو  aشده از رئوس  در واقع همان مثلث تشكيل 3هاي به طول  ي اين گشت اما همه
  توانيم نتيجه مهم زير را بگيريم: ايم. با اين توضيحات مي بار شمرده 6دهند. ما اين مثلث را  مي

31
tr(A )

6
=  

  3Aمجموع قطر اصلي ماتريس 
  Gها در گراف ساده  = تعداد مثلث 

6 

  :در مثال بالا داريم
31 1

tr(A ) (2 2 2 0) 1
6 6

= = + + +   ها تعداد مثلث =

  كدام است؟ 4Aي سطر سوم و ستون سوم ماتريس  ، درايهGدر گراف  :مثال
  1 (1  
  2 (2  
  3 (7  
  4 (9 

گـام برداشـته    4وجـود دارد كـه در آن دقيقـاً     3vبه  3v: بايد ببينيم چند راه براي رسيدن از پاسخ
  باشيم.

3آيند:  تا از آنها با رفت و برگشت روي يك يال به دست مي 2 4 3 4 3

3 1 3 1 3

v v v v v

v v v v v





   

3آيند:  تا از آنها با حركت روي يك مربع به دست مي 2 4 2 1 3

3 1 2 4 3

v v v v v

v v v v v





  

آيند:  ه دست ميتا از آنها با رفت و برگشت روي دو يال متوالي ب 3
3 1 2 1 3

3 4 2 4 3

3 4 5 4 3

v v v v v

v v v v v

v v v v v
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3شوند: انجام مي 3vتا از آنها با استفاده از هر دو يال مجاور با  2 4 3 1 3

3 1 3 4 3

v v v v v

v v v v v





  

  تا است. 9ها  بنابراين تعداد كل اين گشت

5ماتريس  :مثال 5A بـه صـورت زيـر باشـد،      3Aاست. اگـر   Gي  اف سادهماتريس مجاورت گر ×
  خواهد داشت؟ 3چند دور به طول  Gگراف 

  1 (1  
  2 (2       
  3 (3  
  4 (6 

  ) صحيح است.1گزينه (: پاسخ
31 1

tr(A ) (0 2 2 0 2) 1
6 6

= = + + + +   3تعداد دورهاي به طول  =

ي رئـوس   ي درجـه  دهنده نشان 2A عناصر روي قطر اصلي ماتريس Gي  در گراف ساده :توجهتوجهتوجهتوجه    �
برسـيد ناچـار هسـتيد از رفـت و برگشـت روي       ivبـه   ivهستند، زيرا براي آن كه با دو گام از 

  استفاده كنيد. ivهاي مرتبط با  يال
برابـر بـا مجمـوع درجـات گـراف اسـت بـه         2Aي عناصر قطر اصلي ، مجموع همهبه همين علت
  عبارتي داريم:

n
2

i
i 1

tr(A ) deg (v ) 2e

=
= =    2Aمجموع قطر اصلي  ∑=

2tr(Aمـاتريس مجـاورت ايـن گـراف باشـد،       Aداده شده اسـت. اگـر    Gي  گراف ساده :مثال و  (
3tr(A   به ترتيب كدامند؟ (

 12و  16) 2    12و  14) 1  

 14و  8) 4    16و  8) 3  

  : پاسخ
2e 2 8 16= = × 2tr(Aمجموع درجات رئوس = ) =   

6 2 12= × 3tr(Aها)  (تعداد مثلث = ) 6= ×  
    

  

3

0 5 1 4 2

5 2 6 1 4

A 1 6 2 5 4

4 1 5 0 2

2 4 4 2 2

 
 
 
 =
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2mيالي داريم  mرأسي و  nمنظم  −3در گرافي  -1 6n 90+ در اين صورت تعـداد رئـوس    =

 )86 -علوم كامپيوتر (  برابر است با:

  1 (6   2 (8   3 (10   4 (12   
         

دهــيم  يــال باشــد. قــرار مــي eرأس و  nگرافــي بــدون جهــت بــا  G(V,E)فــرض كنيــد  -2

v Vmin {deg(v)}∈δ vو  = Vmax {deg(v)}∈∆ . در اين صورت تعداد رئوس برابر اسـت  =
 ) IT- 86(  با:

  1 (e

n

 δ ≤ ≤ ∆ 
 

   2 (e
2

n

 δ ≤ ≤ ∆ 
 

   3 (e
2 2

n

 δ ≤ ≤ ∆ 
 

   4 (e
3 2 4

n

 δ ≤ ≤ ∆ 
 

   
         

گراف ساده باشد و تعداد كل رئـوس ايـن گـراف فـرد     تعداد رئوس درجه زوج در يك  mاگر  -3

 كدام است؟ 8بر  2mباشد، باقيمانده تقسيم 

  1 (1   2 (0   3 (7   4 (3   
         

فرد باشـد، در ايـن    Gهاي مشترك هر دو رأس  يك گراف باشد و تعداد همسايه Gفرض كنيد  -4
 ) 89 –(علوم كامپيوتر   هاي زير درست است؟  صورت كداميك از گزاره

  است.  3مضرب  G) تعداد رئوس 2  زوج است.  G) درجه هر رأس 1  
  تعداد فردي يال دارد. G) گراف 4  زوج است.   G) تعداد رئوس 3  

         
 )80 –(علوم كامپيوتر   هاي زير دنباله درجات گراف ساده است؟  كداميك از دنباله -5

1 (5,4 , 4 ,3,3, 2, 2    2 (5, 4, 4 , 4 , 2 ,1   
3 (4,3, 2 ,1,1,1,1,1    4 (7 ,5, 4, 4, 2 , 2 ,1,1   

         
V(G)يك گراف بـا مجموعـه رئـوس      Gفرض كنيد  -6 {A A {1,2,3, 4,5,6}, A 2}= ⊆ = 

Aمتصل هستند اگر  Bو  Aباشد. دو رأس  B = φ∩ گراف .G ثلث دارد؟ چند م   

  )84 –(علوم كامپيوتر   

  1 (15   2 (30   3 (45   4 (90   
         

بقيه مدعوين به طـور   تك نفر حضور دارند كه در ابتدا هر مدعو با تك 37در يك سيمنار علمي  -7
 )79 –(سراسري   دهد. كدام گزاره صحيح است؟  دهد يا دست نمي دلخواه يا دست مي

  اند، زوج است.  ) در اين جلسه تعداد كساني كه به تعداد زوج دست داده1
  اند.  ) حداقل دو نفر در اين جلسه هستند كه به تعداد مساوي دست داده2

  ها گراف: هشتمبندي شده فصل  سؤالات طبقه
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  اند، فرد است.   به تعداد فرد دست داده ) در اين جلسه تعداد كساني كه3
  كدام   ) هيچ4

         
nيال باشد. اگر  eرأس و  nگرافي با  Gفرض كنيد  -8 e≤  آنگاهG .........  79 –مپيوتر (علوم كا ( 

  ) اويلري است.  2    ) همبند است.  1  
  ) شامل حداقل يك دور است.  4  ) رأس درجه يك دارد. 3  

         
 است؟ نادرستيالي باشد، كدام گزاره  100رأسي و  100يك گراف ساده  Gاگر  -9

 )85 –وتر (علوم كامپي  

  1 (G  .دقيقاً يك دور يكتا دارد    
  همواره بزرگتر يا مساوي يك است.   G) تعداد دورهاي 2  
  3 (G  دارد.  2حداقل يك رأس از درجه بزرگتر يا مساوي  
  زوج است.   G) تعداد رئوس با درجه فرد در 4  

         
 )84 –(علوم كامپيوتر   صحيح است؟  كدام گزاره -10

n) براي هر 1   رأسي وجود دارد كه هم هاميلتوني و هم اويلري است.   nگرافي  <2
  ) هر گرافي كه هم اويلري و هم هاميلتوني باشد حتماً منظم است. 2
  منظم اويلري است.   3) هر گراف 3
  منظم هاميلتوني است.   3) هر گراف 4

         
رأس آن درجه يـك هسـتند كـدام     5يال داده شده است كه  15رأس و  10با  Gگراف ساده  -11

 )84 –(علوم كامپيوتر   ؟نيستگزينه صحيح 

  پنج است.   ) ماكزيمم درجه گراف بزرگتر يا مساوي1  
  تايي دارد.  ، دوازده دور پنجG) گراف 2  
  ، ده دور سه تايي دارد. G) گراف 3  
  ، شانزده دور چهار تايي دارد. G) گراف 4  

         
اگر از يك رأس شروع كنيم، چند سـيكل (دور) هميلتـوني مختلـف وجـود      9kدر گراف كامل  -12

 ) 79 –(سراسري   دارد؟ 

  1 (8!   2 (9!

16
   3 (9!

8
   4 (9!

18
   

         
  )75 –(سراسري   گراف زير مفروض است:  -13

  ) گراف هميلتوني و اولري است.  1  
  ) هميلتوني است و حداقل يك مسير اولري دارد. 2  
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  است و حداقل يك مسير هميلتوني دارد. ) اولري 3  
  ) اولري است ولي هميلتوني نيست. 4  

         
صـادق   16kدار باشد. كداميك از عبارات زيـر در مـورد    يك گراف غيرجهت 16kفرض كنيد  -14

  )74 –(سراسري   است؟ 
  ) نه مدار اولري دارد و نه مدار هميلتوني  2   ) هم مدار اولري دارد و هم هميلتوني1
  ) مدار اولري دارد ولي هميلتوني ندارد. 4  ) مدار هميلتوني دارد ولي اولري ندارد. 3

         
 ) 79 –(علوم كامپيوتر   گراف ....................... هميلتوني نيست.  -15

   7,8k ) گراف دو بخشي10k     2) گراف كامل 1

3 (  4 (  
         

هاي زير در مورد  نشان داده شده در شكل زير مفروض است. كداميك از عبارت G(V,E)گراف -16
 ) 73 -(سراسري  گراف مزبور صادق است؟ 

  1 (G   هم داراي مدار اولري است و هم داراي مدار هميلتوني  
  2 (G  دارد؛ ولي شامل مدار هميلتوني نيست.  مدار اولري  
  3 (G   .مدار هميلتوني دارد؛ ولي شامل مدار اولري نيست  
  4 (G  .نه داراي مدار اولري است و نه مدار هميلتوني  

  
         

nتعداد دورهاي هميلتوني در گراف دو بخشي كامل  -17 ,n(n 1)k≥ ........... برابر است با 

  )81 –وتر (علوم كامپي  

  1 (n!

2
   2 (n!(n 1)!−   3 (1

(n 1)!n!
2
−   4 ((n 1)!n!+   

         
باشـد در   1385شان  لهموجود باشند كه فاص vو  uأسي باشد و دو رأس ر 1386گرافي  Gاگر  -18

  )86 –(علوم كامپيوتر   برابر است با:  Gهاي  اين صورت تعداد يال
  1 (1385  2 (1386  3 (1387  4 (1388  

         
 ـ نفر از شركت 37در يك كارگاه آموزش -19 اي شـكل تشـكيل    رهكنندگان هر روز پشت يك ميز داي

ها مايل هستند يكديگر را بهتر بشناسند. لذا هـر نفـر مجـاور دو نفـر كـه در       دهند. آن جلسه مي
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براي چند روز بايد به اين طريق عمل شود قبل از اينكـه دو   نشيند نميروزهاي قبل نشسته است 
  )81 –(علوم كامپيوتر   نفر براي بار دوم مجاور هم نشسته باشند؟

  روز  18) 4  روز  36) 3  روز  19) 2  ز رو 37) 1  
         

 ) 88 –(علوم كامپيوتر   هاي زير براي يك گراف ساده همبند صحيح است؟  كداميك از گزينه -20

  ) هر گراف با دقيقاً دو دور اويلري است.  1
  است.  4) در هر گراف با دقيقاً دو دور درجه هر رأس 2
nرأسي داراي  n) يك گراف 3   يال است اگر و تنها اگر دقيقاً دو دور داشته باشد.   +1
  مسير متمايز وجود دارد.  4) در هر گراف با دقيقاً دو دور، بين هر دو رأس متمايز حداكثر 4

         
 1دار زير مفروض است. سيكل بهينه هميلتوني در اين دياگراف كه از گـره شـماره    دياگراف وزن -21

  )77 –(سراسري   باشد؟ ي كداميك از اوزان زير ميشود دارا شروع مي
1 (21  
2 (22  
3 (26  
4 (12  
  
 

         
Gبخشي كامـل   −nطوقه و  گراف بدون جهت بي  -22 (V,E)=      را در نظـر بگيريـد. اگـر تعـداد

 كدام است؟ Gو  Gهاي  نمايش دهيم، تعداد يال iPرا با  iهاي هر بخش  رأس

  )88 –(مهندسي كامپيوتر   

  1 (
n i 1

i j
i 1 j 1

P P
−

= =
و  ∑∑

n
i

i 1

P

2=

 
 
 
∑   2 (

n
2
i

i 1

P

=
و ∑

n n
j

i
i 1 j 1

i j

P
P

2= =
≠

∑∑  

  3( 
n n

ji

i 1 j 1

PP

2 2= =

  
     

و  ∑∑
n i 1

i j
i 1 j 1

P P
−

= =
∑∑  4 (

n n
j

i
i 1 j 1

i j

P
P

2= =
≠

و  ∑∑
n

2
i

i 1

P

=
∑  

         
دو رأس در باشند،  {1,2,3,4,5}عضوي  2هاي  نظير زيرمجموعه Gفرض كنيد رئوس گراف   -23

عضـوي نظيـر آن دو رأس    2هـاي   اين گراف با هم مجاور هستند اگـر و تنهـا اگـر مجموعـه    
  )82 –(علوم كامپيوتر   اشتراكشان تهي باشد، كدام گزاره صحيح نيست؟ 

  رأس دارد.  G، 10 ) گراف2  دو بخشي است.   G) گراف 1
  همبند است.   G) گراف 4  يال است.   15شامل  G ) گراف3  
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 ....... برابر است با .... Gهاي  رأسي فاقد مثلث باشد آنگاه حداكثر تعداد يال 16گرافي  Gاگر   -24

  )81 –(علوم كامپيوتر   

1 (63  2 (62  3 (64  4 (60  
         

C)4چند دور چهار رأسي   -25  به عنوان زير گراف ظاهر شده است؟ 7,7kدر گراف دو بخشي  (

 ) 83 -(علوم كامپيوتر   

  1 (441  2 (686  3 (931  4 (1001  
         

 يال داشته باشد. كدام گزاره هميشه برقرار است؟  n، دقيقاً Gرأسي  nگراف ساده فرض كنيد   -26

 ) 83 –(علوم كامپيوتر   

  1 (G  2  دارد.  2يك رأس با درجه (G   .حداقل يك دور است  
  3 (G  .4    همبند است (G شي است.  دو بخ  

         
n)هاي مجموعه  فرض كنيد زيرمجموعه  -27 1383){1,2,..., n}≥ نظير رئوس گراف ،G   باشـند و

هاي نظير تهي باشد، كـدام   به يكديگر متصل هستند، اگر اشتراك مجموعه Gدو رأس در گراف 
  )83 –مپيوتر (علوم كا  گزاره صحيح است؟

  ) گراف هميلتوني است.  2  ) گراف همبند است.  1
  ) گراف منظم است. 4  ) گراف دو بخشي است.  3

         
  )84 –(علوم كامپيوتر   با فقط يك دور همواره صحيح است؟  Gكدام گزاره براي گراف همبند  -28

  د. حداكثر يك مسير وجود دار G) بين هر دو رأس 1
(G)حداقل  G) تعداد رئوس درجه يك 2 2∆   است.   −
n(Cرأسي  n، با دور G) گراف 3   يكريخت است.   (
  هاي آن است.  اكيداً بيش از تعداد رأس Gهاي  ) تعداد يال4

         
يال انتخاب كنيم كه هيچ دوتـايي   4خواهيم  را در نظر بگيريد مي 7,7kگراف دو بخشي كامل  -29

  )82 –(علوم كامپيوتر   توان اين كار را انجام داد؟  به هم متصل نباشند، به چند طريق مي

1 (14
4

8

 
 
 

   2 (14
4!

8

 
 
 

   3 (2 7
4!

4

 
 
 

   4 (
2

7
4!

4

 
 
 

   

         
به اين صـورت سـاخته شـده اسـت كـه       {1,2,3,4,5,6,7}روي مجموعه رئوس  Gگراف  -30

{x , y}  يالG  است اگر و تنها اگرx y−  باشد. كدام  {2,3,4,5}يكي از اعضاي  7به پيمانه
  )86 –(علوم كامپيوتر   گزاره نادرست است؟ 

1 (G   .2  گراف دو بخشي است (G  منظم است. −4گرافي  
3 (G  .4  گرافي ساده است (G  .گرافي همبند است  
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   شي است؟ هاي زير دو بخ كداميك از گراف -31

  ) هر سه مورد 1  
   2Gو  1G) فقط 2  
  3 (1G  3وG   
  4 (2G  3وG   

  
         

 ) 80 –(علوم كامپيوتر   باشند؟  مي (Isomorphic)هاي زير يك ريخت  كداميك از گراف -32

  
  ) الف و ج 4  ) الف و د 3  ) الف و ب2  ) ب و د 1  

         
ف) با مكملش يكريخـت (ايزومـور   Gرأسي است؛ به طوري كه  nيك گراف  Gفرض كنيد  -33

 ) 79 –(علوم كامپيوتر   تواند باشد؟  برابر كداميك از اعداد زير مي nاست. در اين صورت 

1 (19  2 (31  3 (30  4 (21  
         

 توان نوشت؟  دو گراف زير ايزومورفيك هستند، چه تعداد تابع ايزومورفيسم مي -34

1 (36  
2 (72  
3 (48  
4 (96 

         
  )89 –(علوم كامپيوتر   ه صحيح است؟ كدام گزار -35

  رأسي وجود ندارد كه مكمل آن با خودش يكريخت باشد.   4) گراف 1
  رأسي وجود ندارد كه مكمل آن با خودش يكريخت باشد.   5) گراف 2
  است.  1387رأسي وجود دارد كه شامل دو رأس با فاصله  1388) دقيقاً دو گراف 3
  است.  1387ود دارد كه شامل دو رأس با فاصله رأسي وج 1388) دقيقاً يك گراف 4

         
  )88 –(علوم كامپيوتر   كدام گزينه صحيح است؟  -36

  ) هر گراف ساده كه در دنباله درجات آن دقيقاً دو عدد ظاهر شود دو بخشي است.  1  
  يال همبند است.  10رأسي با  6) هر گراف ساده 2  
  منتظم غيريكريخت وجود دارد. −8رأسي  11گراف  6) دقيقاً 3  
  منتظم وجود دارد. −3رأسي  7) گراف ساده 4  
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 دو گراف زير را در نظر بگيريد: -37

  
  

  1 (1H  2وH  باهم ايزومورفيك(isomorphic)  .هستند  
  است.   1Hبيشتر از  2Hدر  3جه ) تعداد رئوس با در2  
  است.   1Hكمتر از  2Hدر  3) تعداد رئوس با درجه 3  
  4 (1H  2وH  باهم ايزومورفيك(isomorphic)  .نيستند  

         
 ) 87 –(علوم كامپيوتر   هاي زير صحيح است؟ كداميك از گزاره -38

  يال هميلتوني است.   37رأس با  10) هر گراف 1
  منتظم، همبند است.  3رأس  8) هر گراف 2
  است.   5رأس دو به دو غيريكريخت برابر  10منتظم  2هاي  ) تعداد گراف3
  وجود ندارد.  (5,5,4,4,3,3,2,2,1,1)) گرافي با دنباله درجات 4

         
 )IT – 85(  كدام گزاره نادرست است؟ -39

  مسطح نيست. 3,4k) گراف كامل دو بخشي 1

G) اگر 2 (V,E)=  گرافي بدون حلقه و همبند بوده و
2

V
E

4
  نيست.   دو بخشي G، آنگاه <

يكريخـت (ايزومـورف) باشـد،     Gبـا   Gرأس بوده و مكمـل آن   nاي بر روي  دوره G) اگر 3
nآنگاه  5=.  

رأس وجـود دارد كـه درجـه رئـوس آن      8) گراف بدون حلقـه، همبنـد و بـدون جهتـي بـا      4
1,1,1, 2,3, 4,5,    است.   7

         
,1}روي مجموعه رئوس  Gگراف  -40 x}به اين صورت ساخته شده است كه  {9,...,2,3 , y}  يال

G ضرب  است اگر و فقط اگر حاصلx y×  است؟ نادرستدام گزاره باشد. ك 3مضرب   

 ) 85 –(علوم كامپيوتر   
  تا است.  G ،21هاي  ) تعداد يال2  هميلتوني نيست.   G) گراف 1  
  3 (G   .گراف 4    مسطح است (G  .دو بخشي نيست  

         
5,5,4رأسي به ترتيب نزولي بـه صـورت    6اي يك گراف ساده  دنباله درجه -41 , x , y , اسـت.   2

  )85 –(علوم كامپيوتر   است؟  نادرستكدام گزاره 

  ) اين گراف لزوماً مسطح نيست. 2  است. 11هاي گراف حداقل  ) تعداد يال1
x) لزوماً 3 y=   .ضرب  ) حاصل4  استx y×   .حتماً زوج است  
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  )81 –(سراسري   اند:  مطابق شكل زير داده شده 2Gو  1Gهاي  گراف -42

 

  كدام گزينه صحيح است؟ 
  1 (1G  2وG  .1) 2  ايزومورف هستندG  2مسطح وG ري است.  اويل  
  3 (1G  2اويلري وG   .1) 4  مسطح استG  2هميلتوني وG   .دو بخشي است  

         
  )82 –(علوم كامپيوتر   كدام گراف هامني (مسطح) است؟  -43

1 (    2 (  

3 (  4 (  
         

a}عنصري  3هاي مجموعه  تمام زيرمجموعه Gمجموعه رئوس گراف  -44 ,b ,c}   است كـه رأس
A  بهB          وصـل اسـت، اگـر و فقـط اگـر انـدازه تفاضـل متقـارنA B∆     برابـر يـك باشـد

( A B 1)∆   )86 –(علوم كامپيوتر   كدام گزاره نادرست است؟  =

1 (G  .2    اويلري نيست (G  3  .منظم است  
3 (G   .4    مسطح نيست (G  .هميلتوني است  

         
(G)سي باشد و رأ 1385گرافي ساده  Gاگر  -45 1382∆  Gكدام گزاره صحيح است؟ (توجه:  =

 ) 86 –(علوم كامپيوتر   باشد.)  بزرگترين درجه رأس گراف مي ∆است.  Gمكمل گراف 

1 (G   .2    ناهمبند است (G   .مسطح است  
3 (G  .4  هميلتوني نيست (G  .حداقل يك دور دارد  
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 ) IT – 89(  چند مورد از عبارات زير درست است؟  -46

A اگر گراف .G   هميلتوني باشـد و دارايn   رأس باشـد(n  Gآنگـاه درجـه هـر رأس     ≤(3

nحداقل 

2
  است.  

  B اگر گراف .G  هميلتوني و دارايn  رأس باشد(n هـاي   آنگاه به ازاي هر جفت از رأس ≤(3
deg(u)داريم  uو  vغيرمجاور  deg(v) n+ ≥.  

  Cهاي آن زوج است همواره اويلري است.  ي تمام رأس . گرافي كه درجه  
  D اگر .G  است.  5يك گراف ساده مسطح همبند باشد پس درجه يك رأس آن كمتر از  
  1 (1  2 (4  3 (3  4 (2  

         
يالي باشد و دنباله درجات آن به صورت نزولي مرتب شده  7رأس و  5گرافي  Gفرض كنيد  -47

,4,4,2,2)  باشند:  x)  
  ؟ باشد نميكدام گزينه صحيح 

  1 (G   .2    اويلري است (G  .همبند است  
  3 (G   .4    مسطح است (G ست. هميلتوني ا  

         
 تواند دنباله درجات رئوس يك گراف مسطح ساده باشد؟ يك از دنباله درجات زير مي كدام -48

  ) 88 –(علوم كامپيوتر   

  1 (3,3,3,3,3, 4, 4, 4, 4, 4   2 (4,4 ,4, 4, 4 , 4 , 4,5,5,6   
  3 (2,3,3, 4,6,6,6 ,6 ,6,8   4 (6,6 ,6,6 ,6,6 ,7 ,7 ,8,8   

         
,1}با رئوس  Gگراف  -49 2,..., اند اگـر و   به هم متصل bو  aرا چنان بسازيم كه دو رأس  {20

6تنها اگر  ab :87 –(علوم كامپيوتر   در اين صورت داريم(  

1 (G 2  وني است.  تهميل (G   .ناهمبند است  
3 (G   .4    مسطح است (G   .دو بخشي است  

         
را بـا   Gتـوان رئـوس    باشد به چند روش مختلف مي 4در واقع دوري به طول  Gاگر گراف  -50

اي كـه هـيچ دو رأس مجـاوري     آميزي كرد بـه گونـه   رنگ متفاوت، رنگ λاستفاده از حداكثر 
  )89 –(مهندسي كامپيوتر   رنگ نباشد؟  هم

1 (3 24 6 1λ − λ + λ −   2 (3 24 6 1λ + λ − λ +   

3 (4 3 24 6 3λ + λ − λ + λ   4 (4 3 24 6 3λ − λ + λ − λ   
         

P(Gكه آن را با  Gاي رنگي گراف  چند جمله -51 , )λ هـاي   كننده تعـداد روش  دهيم بيان نشان مي
بـه طـوري كـه هـيچ دو رأس     رنگ متفاوت اسـت   λبا استفاده از  Gرنگ زدن رئوس گراف 
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اي رنگـي يـك    تواند چند جملـه  هاي زير مي اي اي همرنگ نباشند. كداميك از چند جمله همسايه
 )IT - 86(  گراف باشد؟ 

1 (3 23 4λ − λ +λ     2 (4 3 23 5 4λ − λ + λ − λ   

3 (4 3 25 8 4λ − λ + λ − λ   4 (4 3 25 7 6 3λ − λ + λ − λ +   
         

آميزي كرد به طوري كه هيچ دو  رنگ، رنگ 3هاي گراف مقابل را با  توان رأس به چند طريق مي -52
  )86 –(مهندسي   رنگ نباشند. رأس مجاوري هم

1 (33 2×   

2 (63 2×   

3 (33   

4 (62   
  

         
آميـزي سـره    رنـگ، رنـگ   kتوان گراف را با  گراف زير باشد. به چند طريق مي Gفرض كنيد  -53

  )89 –(علوم كامپيوتر   كرد؟ 

1 (3k(k 1) (2k 5)− −   

2 (2 2k (k 1) (k 2)− −   

3 (2 2k(k 1) (k 2)− −   

4 (3k(k 1)(k 2)− −   
         

  )84 –(مهندسي دولتي   زير: (adjacencymatrix)گراف داراي ماتريس همسايگي  -54

  ) يك گراف مسطح، غيرمتصل و با دور است.  1
  ) يك گراف مسطح، متصل و بدون دور است.  2
  ور است.  ) يك گراف مسطح، غيرمتصل و بدون د3
  ) يك گراف مسطح، متصل و با دور است.  4

1 1 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

 
 
 
 
 
 

   

         
n)رأسي  nيك گراف  nGفرض كنيد  -55 ijبا ماتريس مجاورت  ≤(1384 n nA (a ) ، كه در =×

ija) 2آن، (پيمانه  i j=   )84 –(علوم كامپيوتر   داده شده باشد. كدام گزاره نادرست است؟  +

1 (nG   .2  دو بخشي است (nG   .مسطح است  
3 (nG   .4    منظم است (nG   .هميلتوني است  
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ماتريس مجاورت گراف زير باشد. در اين صورت مجموع تمام عناصر روي قطر  Aفرض كنيد  -56

  )88 –(علوم كامپيوتر   برابر است با:  2Aاصلي ماتريس 

1 (10  
2 (12  
3 (14  
4 (28  

         
 3Aيعني مجموع اعضاي قطري  3Aدهيم. اثر  نمايش مي Aماتريس مجاورت گراف زير را با -57

  )87 –(علوم كامپيوتر   برابر است با:
1 (0  
2 (4  
3 (8  

4 (39   
         

  )81 –(علوم كامپيوتر   .برابر است با........... 8kهاي كامل گراف كامل هشت رأسي  تعداد تطابق -58
1 (105  2 (8!  3 (7!  4 (100  

         
  )85 –(علوم كامپيوتر   هاي كامل گراف زير چندتاست؟  تعداد تطابق -59

1 (32  
2 (33  
3 (34  
4 (35 

         
  )86 –(علوم كامپيوتر   بر است با: بعدي برا 3هاي كامل در مكعب  تعداد تطابق  -60

1 (6    
2 (9  
3 (12  
4 (24 

         
رنگ، رنگ كرد، اگر بتوان به هـر رأس يكـي از    kتوان با  را مي G(V,E)گراف بدون جهت  -61

 ـ را kتا  1هاي  رنگ ام گزينـه  دنسبت داد، به طوري كه هيچ دو رأس مجاور همرنگ نباشند، ك
       )78 –(سراسري   است؟  غلط
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افراز شده و هر يـال   Bو  Aبه دو مجموعه  Vتوضيح: گراف دو بخشي گرافي است كه در آن 
  داشته باشد.  Bو يك سر در  Aماً يك سر در گراف لزو

  توان با دو رنگ، رنگ كرد.   ) هر درخت را مي1
  توان رنگ كرد.   رنگ مي V) هر گراف كامل را 2
  كرد.  رنگ، رنگ 2توان با  ) هيچ گراف داراي دور (سيكل) را نمي3
  رنگ، رنگ كرد.  2توان با  ) هر گراف دو بخشي را مي4

         
از ده مولفه همبند كه هركـدام يـك درخـت     G(V,E)دار و بدون حلقه  گراف ساده، غيرجهت -62

اين صورت برابر صد باشد، در  Gهاي رئوس گراف  است، تشكيل شده است. اگر مجموع درجه
  )81 -مشابه سراسري 76 –(سراسري   تعداد رئوس گراف برابر است با: 

1 (10  2 (60  3 (50  4 (40 

         
آميـزي   رأسـي را رنـگ   20توان رئوس يك درخت  با سه رنگ آبي، زرد، سبز به چند طريق مي -63

 ) 80 –علوم كامپيوتر (  نمود؛ به طوري كه هيچ دو رأس مجاور همرنگ نباشند؟ 

1 (203 2×   2 (193 2×   3 (192 3×   4 (202 3×  
         

است و يا يك. اگـر درخـت    4اي است كه درجه هر رأس آن يا دقيقاً برابر  به گونه Tدرخت  -64
باشد. در اين صورت تعداد رئوس از درجه يك آن برابر است  4رأس از درجه nمزبور داراي 

 ) 73 –(سراسري   با: 

1 (2n 2+   2 (2n 2−   3 (n 1+   4 (n 1−  
         

 با طول حداقل يك چيست؟  Tرأس است. تعداد مسيرهاي موجود در  10داراي  Tدرخت  -65

  )81 –(علوم كامپيوتر   

1 (55    2 (100  
  45) 4  ي دارد. ) به نوع درخت بستگ3

         
مولفه همبندي داشـته باشـد.    421رأسي و فاقد دور باشد و دقيقاً  1387گرافي  Gفرض كنيم  -66

  )88 -(علوم كامپيوتر  هاي آن برابر است با:  در اين صورت تعداد يال
1 (966  2 (1000  3( 1386  4 (2009  

         
توان حذف كرد به طوريكه حاصل همچنان همبند باقي  حداكثر چند ضلع مي 6kاز گراف كامل  -67

  )79 –(سراسري   بماند؟ 
  ضلع   10) 4  ضلع   9) 3  ضلع   8) 2  ضلع   7) 1
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را پيـدا كنيـد)؟    nTباشد (فرمول مقدار  چه تعدادي مي گره nدار با  هاي برچسب تعداد درخت -68
nبراي مثال براي  ها در شكل مقابل نشـان داده   است كه برخي از آن 125ها  تعداد درخت =5

T)0شده است. در ضمن مسير تهي نيز وجود دارد  1)=.  )IT – 83(  

1 (n 2
nT n −=   

2 (
n 2

n
1

T 1
n

−
 = − 
 

   

3 (n
n n

T 1 n
2 4

   
= + + +   

   
   

4 (n
n n n

T .... , n 2k
2 4 2k

     
= + + + ≥     
     

  

         
Gفرض كنيد  -69 (V ,E)= دار با  يك گراف جهتk   مولفـهV n=  وE m=    باشـد، كـدام

  )81 –(آزاد   گزينه صحيح است؟ 
1 (m n k= −   2 (m n k≤ −   3 (m n k≥  ) هيچكدام 4   −

         
انتخاب كـرد بـه    10Pيال از  4توان  رأسي باشد. به چند طريق مي 10مسير  10Pفرض كنيد  -70

  )88 –(علوم كامپيوتر   يال رأس مشترك نداشته باشند؟  4طوري كه هيچ يك از 

1 (6

4

 
 
 

   2 (7

4

 
 
 

   3 (9

4

 
 
 

   4 (10

4

 
 
 

  
         

,4)يك درخت با دنباله درجات  Gاگر  -71 r ,s , 2, t باشد آنگـاه كـدام گزينـه صـحيح      (1,1,1,1,
  )87 –وتر (علوم كامپي  است؟ (دنباله درجات به صورت غيرصعودي نوشته شده) 

1 (r s=   2 (t s=   3 (r s 1− =   4 (r t 4+ =  
         

  )87 –(علوم كامپيوتر   است؟  نادرستكداميك از عبارات زير  -72
  ) گرافي كه همبند باشد و دور نداشته باشد درخت است.  1
  افي همبندي كه هر يال آن يك پل باشد درخت است.  ) گر2
Pرأس و  P) گرافي كه 3   داشته باشد، درخت است.   1يال و حداقل يك رأس درجه  −1
 ت است.  ) گرافي كه بين هر دو رأس آن دقيقاً يك مسير وجود داشته باشد، درخ4

         
a)فرض كنيد  -73 , b , b , b ,c ,c ,c ,c ,c ,c) ,a b c≥ دنباله درجات يك درخت باشد، كداميك از  ≤

  )89 –(علوم كامپيوتر   هاي زير صحيح است؟  گزاره
1 (a  وb  وc  .هر سه متمايزند    
  است.   4) فاصله بين هر دو رأس در درخت حداكثر 2
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3 (a b c≥ +   
  دنباله درجات داده شده وجود ندارد. ) درختي با 4

         
است. بـه چنـد طريـق     3رأسي داده شده است كه درجه هر رأس غيربرگ آن  20يك درخت  -74

هيچ دو رأسـي   آميزي كرد به طوري كه رنگ طوري رنگ 4هاي اين درخت را با  توان رأس مي
  )87 –(مهندسي   رنگ نباشند؟  بيشتر نيست هم 2ها از  كه فاصله آن

1 (9 92 3×   2 (92 3×   3 (112 3×   4 (192 3×  
         

  )85 –(علوم كامپيوتر   ل مقابل كدام است؟ هاي فراگير شك تعداد درخت -75
1 (12  
2 (16  
3 (54  
4 (81  

         
  )82 –(دولتي   هاي پوشاي گراف مقابل چندتاست؟  تعداد درخت -76

1 (16  
2 (24  
3 (36  
4 (48  

         
  )89 –(علوم كامپيوتر   هاي فراگير گراف مقابل كدام است؟  تعداد زيردرخت -77

1 (36  
2 (64  
3 (81  
4 (144 

         
كه هيچ كدام با ديگري يكريخت نباشـند   6kهاي فراگير (پوشا) براي گراف كامل  تعداد درخت -78

  )IT – 89(  چندتا است؟ 
1 (6  2 (46656  3 (1296  4 (36  

         
  )86 –(علوم كامپيوتر   رو برابر است با: هاي فراگير گراف روبه تعداد زيردرخت -79

1 (21  
2 (23  
3 (25  
4 (35  
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80- 2,3k  چند درخت پوشاي غيرايزومورف دارد؟   

1 (2  2 (3  3 (6  4 (12 

         
كنـيم   قـرار دارد، تعريـف مـي    dكـه در عمـق    x، براي هر برگ Tدر يك درخت دودويي  -81

dW(x) را بـراي همـه    Tهـاي هـر درخـت    W(x)هاي زير مجموع  كداميك از گزينه =−2
  )78 –(سراسري    دهد؟  هاي آن نشان مي برگ

1 (W(x) 1≤∑   2 (W(x) 1=∑  3 (W(x) 1<∑  4 (W(x) 1>∑  
         

 ع اين درخت چقدر است؟ ااست. حداكثر ارتف 150هاي يك درخت دودويي  تعداد برگ -82

  )80 –(سراسري   
1 (8  2 (16  3 (50  4 (75 

         
8,4)فرض كنيد دنباله درجات گرافي به شكل  -83 ,2 ,2, باشد. در اين صـورت كـدام    (2,1,1,1,1

 )91 –(علوم كامپيوتر   گزينه در مورد اين گراف صحيح است؟ 

  1 (G  .2  رأس برشي ندارد (G   .دوبخشي است  
  3 (G  .4  مسطح شدني است (G  تايي دارد.  5دور  

         
باشد كدام  رأس مي 21دار زير كه داراي  نيمم متمايز در گراف وزن هاي فراگير مي تعداد درخت -84

 )91 –(علوم كامپيوتر   است؟ 

  1 (200   
  2 (210   
  3 (420   

  4 (42

20

 
 
 

   

  
  
  
  

         
باشند، به طوريكه دو رأس بـه   5با طول  1و  0بردارهاي  Gهاي يك گراف  فرض كنيد رأس -85

ند اگر و تنها اگر دقيقاً در يك مولفه تفاوت داشته باشند. كـدام گزينـه در مـورد    ا يكديگر متصل
  )91 –(علوم كامپيوتر   باشد؟  صحيح نمي Gگراف 

1 (G   .2  دوبخشي است (G   .مسطح است  
3 (G  .4  تطابق كامل دارد (G  يال است.   80داراي  

x برگ  x برگ  x برگ  x برگ  x برگ  
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nبا  Gكدام گزينه براي گراف  -86  ناميم)  رأس نادرست است؟ (يال برشي را پل مي ≤3

  )91 –(علوم كامپيوتر   
  پل است.   eروي هيچ دوري قرار نداشته باشد، آنگاه  e) اگر يال 1
  پل ندارد. Gرأس برشي نداشته باشد، آنگاه  G) اگر گراف 2
  روي هيچ دوري قرار ندارد.  eاه يك پل از گراف باشد، آنگ e) اگر يال 3
  رأس برشي ندارد.  Gپل نداشته باشد، آنگاه  G) اگر گراف 4

         
  )91 –(علوم كامپيوتر   هاي كامل متمايز در گراف مقابل چقدر است؟  تعداد تطابق -87

1 (8   
2 (9   
3 (10   
4 (11   
  

         
   برابر است با:  Gهاي  رأس باشد، حداكثر تعداد يال 6يك گراف ساده ناهمبند روي  Gاگر  -88

  )91 –(علوم كامپيوتر   
1 (12   2 (10   3 (9   4 (6   

         
 ها هم دوبخشي است، چند تاست؟  هاي دو بخشي با حداقل دو رأس كه مكمل آن تعداد گراف -89

  )92 –(علوم كامپيوتر   
1 (5  2 (7  3 (8  4 (9  

         
باشد در اين صورت  Gيك زير گراف القايي رأسي از  Hگرافي همبند باشد و  Gفرض كنيد  -90

        )92 –(علوم كامپيوتر   كدام گزينه صحيح است؟ 

  است.  Hرگتر از قطر بز G) قطر 1
  است.  Gبزرگتر از قطر  H) قطر 2
  است.   Hحداقل برابر ماكزيمم درجه  G) ماكزيمم درجه 3
  است.   Gكوچكتر يا مساوي مينيمم درجه  H) مينيمم درجه 4

         
  )92 –(علوم كامپيوتر    يالي حداقل چند دور دارد؟ 30رأسي و  20يك گراف  -91

1 (2   2 (9  3 (10  4 (11  
         

,....,34رأس باشد كه رئوس آن با  34گرافي  Gفرض كنيد  -92 انـد و دو   گذاري شده شماره 2,1
gcd(aاند، اگـر و تنهـا اگـر     به هم وصل aو  bرأس  b ,34) 1−  ـعل (بزرگتـرين مقسـوم   = ه ي

  )92 –(علوم كامپيوتر   كدام است؟  Gهاي گراف  مشترك). تعداد مثلث
1 (0 2 (1  3 (2  4 (3  
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 )92 –(علوم كامپيوتر   هاي زير صحيح است؟  يك از گزينه كدام -93

  باشد.  موجود نمي (3,3,3,2,1,1,1,1,1)ند با دنباله درجات) گرافي همب1
,4,4,4,4)) گرافي غيرهمبند با دنباله درجات2   باشد.   موجود نمي (4,3,3,3,3
7)) گرافي دو بخشي با دنباله درجات3   باشد.   موجود نمي (6,3,3,3,3,3,3,
  باشد.  موجود مي (6,6,3,3,3,3,3)) گرافي با دنباله درجات4

         
ايم به طوري كه در هر  هاي آن اعداد صحيح گذاشته يك گراف بوده كه روي يال Gفرض كنيد  -94

 است. كدام گزينه صحيح است؟ 1هاي متصل به آن رأس برابر  رأس مجموع مقادير يال

   )92 –(علوم كامپيوتر   
1 (G   .تعداد رئوس 2  دو بخشي است (G   .زوج است  
  داراي تطابق كامل است.   G) 4  فرد است.   G) تعداد رئوس 3

         
 1تـا درايـه    nباشد. اگر  Gماتريس مجاورت  Aرأسي بوده و  nيك گراف  Gفرض كنيد  -95

انتخاب كنيم كه هيچ دوتايي در يك سطح و يك ستون مشترك نباشند، در ايـن صـورت    Aدر 
n  92 –(علوم كامپيوتر   ا چيست؟ در گراف متناظر ب 1تا(  

      ) يك تطابق كامل.  1
  ) دوري هميلتوني.  2
  پوشاند. ) اجتماعي از دورهاي مجزا كه رئوس را مي3
  اش دور يا مسير دو رأسي است.  ) يك زير گراف فراگير كه هر مولفه همبندي4

         
 هاي درخت حداكثر چندتاست؟ برگ باشد، تعداد رأس kيك درخت دودويي با  Tفرض كنيد  -96

  )93 –(علوم كامپيوتر   
1 (2k 1−   2 (k 1+   3 (2k 1−   4 (k2 1−    

         
  )93 –(علوم كامپيوتر   دارد؟  hبا ريشه  DFS گذاري شده زير چند درخت گراف برچسب -97

1 (3  
2 (6  
3 (8  
4 (9  
  

         
a)، هر سه تايي مرتب مانند Gدر گراف  -98 , b ,c)  با اين شرط كهb ,a  وc دي از مجموعـه  اعدا

{0,1,2 a)باشند، يك رأس است و دو رأس  {3, , b ,c)  و(a , b ,c )′ ′ مجاورند اگر و تنها اگر:  ′
a a b b c c 1′ ′ ′− + − + −  )93 –(علوم كامپيوتر   اين گراف چند يال دارد؟ =

  1 (64   2 (128   3 (144   4 (192  
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nيك گراف  Gفرض كنيد  -99 ijرأسي با ماتريس مجاورت  =1392 n nA (a ) باشـد كـه در    =×
ija) 2آن (پيمانه  i j=   )93 –(علوم كامپيوتر   است؟  نادرست. كدام گزاره −

   1 (G   .2    مسطح است (G  .منظم است  
  3 (G  .4    همبند است (G   .دوبخشي است  

         
  )93 –(علوم كامپيوتر   هاي فراگير در گراف زير چندتاست؟  تعداد كوچكترين درخت -100

1 (6  
2 (12  
3 (18  
4 (36  
  
  

         
 Gهاي آن زوج اسـت. كـدام عبـارت دربـاره      گرافي باشد كه درجه همه رأس Gفرض كنيد  -101

  )93 –(علوم كامپيوتر   هميشه درست است؟ 
1 (G   .دو بخشي است  
  روي يك دور هستند.  G) هر دو رأس 2
3 (G كند.   هاي آن عبور مي دوري دارد كه از همه رأس  
  توان به تعدادي دور افراز كرد.  را مي Gهاي  همه يال ) مجموعه4

         
 وجود دارد؟  6و اندازه  6با در نظر گرفتن يكريختي، چند گراف همبند از مرتبه   -102

  )93 –(علوم كامپيوتر   
1 (9   2 (13   3 (15   4 (17   

         
كه هيچ دو درختي يال مشترك نداشـته باشـند،    21Kفراگير در گراف  هاي درختحداكثر تعداد  -103

 )94 –(علوم كامپيوتر   چندتاست؟ 

  1 (8   2 (9   3 (10   4 (11   
         

يك گراف دو بخشي باشد كه متمم (مكمل) آن هم دو بخشي است. كدام گزينه  Gفرض كنيد  -104
  )94 –امپيوتر (علوم ك  درست است؟  Gهمواره درباره 

1 (G  رأس دارد.  4حداكثر    
2 (G   .مسير يا دوري به طول زوج است  
3 (G   .گراف كامل دو بخشي است    
4 (G  دارايn  رأس و حداكثرn   يال است.   −1
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  )94 –(علوم كامپيوتر   تواند دنباله درجات يك گراف دوبخشي باشد؟  هاي زير مي يك از دنباله كدام -105

1 ((5,5,4,3,3,2,1,1,1)   2 ((6,6 ,4 ,4 ,4 ,4, 4, 4, 2,2 ,2)   

3 ((5,5,5,5,5,5,4 ,4 ,4)   4 ((4 ,4, 4,4 ,4 ,3,3,2, 2)   
         

3,2,2دنباله درجات  -106 ,2,2 هاي با اين  در نظر بگيريد. تعداد درخت 1با تعداد دلخواه  1,...,1,
  )94 –(علوم كامپيوتر   هاي غيريكريخت را بشماريد.)  دنباله درجات چندتاست؟ (فقط درخت

1 (3   2 (4   3 (5   4 (6   
         

  )94 –(علوم كامپيوتر   ؟ نيستهاي زير با گراف روبرو يكريخت  كداميك از گراف -107

  
  

1 (  2 (  3 (  4 (  
         

آميـزي كنـيم بـه     را با تعدادي رنگ، رنـگ  6Kرأسي  6هاي گراف كامل  خواهيم تمام يال مي -108
هايش همرنگ باشند، حداقل تعداد رنگي  طوري كه هيچ مثلثي وجود نداشته باشد كه همگي يال

  )94 –(علوم كامپيوتر   يك است؟  كه براي اينكار لازم است برابر كدام
1 (2   2 (3   3 (4   4 (5   

         
 Tيال به درخت  3با اضافه كردن  Gرأس باشد، گراف  4درختي با حداقل  Tفرض كنيد  -109

  )96 –(علوم كامپيوتر  :به غير ازاند.  صحيح Gها درباره  توليد شده است. در اين صورت همه گزينه
  دور وجود دارد.  6حداكثر  G) در گراف 1  
  غيرمسطح باشد.   Gكه گراف  ) حالتي وجود دارد2  
  مسير وجود دارد.  4حداكثر  G) بين هر دو رأس 3  
  الزاماً برابر نيست.   Tو درخت  G) طول بلندترين مسير در گراف 4  

         
چنـد   3Aدر مـاتريس   (1,2)ماتريس مجاورت گراف زير باشد. مقدار درايـه   Aفرض كنيد  -110

 )96 –(علوم كامپيوتر   است؟ 

  

abolfazl gilak @abolfazlgilak rahian arshad



 كنكور كارشناسي ارشد (رياضيات گسسته)  468

 

1 (9  
2 (7  
3 (5  
4 (2  
  

         
  )IT– 90(  در بين موارد (الف) تا (ث)، دو مورد نادرست هستند، آن ها مشخص كنيد. -111

 G-vر جزء گـراف  يك همسايه در ه vباشد، آنگاه  Gاز گراف همبند و ساده رأسي  vالف) اگر 
  دارد. 

مـداري   Gداراي يك رأس مشترك باشند، آنگـاه در   fو  eهاي  يال Gب) اگر در گراف اويلري 
  گيرند.  پشت سرهم قرار مي fو  eاويلري وجود خواهد داشت كه در آن 

  پ) هر گراف دو بخشي در صورتي همبند است كه افزار دو بخشي يكتا داشته باشد. 
هـاي آن بـه دو مجموعـه نـاتهي، يـالي داراي       ست اگر در هر افـراز رأس همبند ا Gت) گراف 

  هاي انتهايي در هر دو مجموعه وجود داشته باشد.  رأس
هاي آن درجه زوج دارند، هر دنباله ماكزيمـال يـك مـدار اويلـري      ث) در گرافي كه همه رأس

  است. 
  ) (الف) و (ث) 4   ) (ب) و (ث)  3  ) (ب) و (پ)  2  ) (پ) و (ت)  1  

         
   )IT– 91(  ؟نيستاست. كدام مورد درست  Gبه  Gيك ايزومورفيزم از   Gگراف  اتومورفيزميك  -112

  اتومورفيزم است.   36داراي  3,3K) گراف كامل دو بخشي 1
  اتومورفيزم است.   720داراي  3,5K) گراف كامل دو بخشي 2
  دو اتومورفيزم دارد.  {12,23,34}هاي  و يال {1,2,3,4}هاي  ) مسيري با رأس3
هستند كه اگر هـم بـه سـطرها و هـم بـه       Gهاي  هايي از رأس جايگشت Gهاي  ) اتومورفيزم4

  كند.  اعمال شوند، ماتريس همسايگي تغيير نمي Gهمسايگي هاي ماتريس  ستون
         

  )IT– 92(  كدام گزينه نادرست است؟  -113
عضـو   nداراي  Aباشد و مجموعه  Aروي  Rدار براي رابطه مرتب كلي  گراف جهت G) اگر 1  

باشد، 
2n n

2

  وجود دارد.  Gيال در  +
A)) اگر 2   ,R)   يك مجموعه مرتب جزيي بوده ولي مرتب كلي نباشـد وB Aφ ≠ ، آنگـاه  ⊃

(B, (B B) R)×   ممكن است مرتب كلي باشد.   ∩
هـاي موجـود در نمـودار هاسـه      دو عدد اول متمايز باشند، تعداد يـال  qو  p) در صورتي كه 3  

(Hasse) 3هاي مثبت  عليه مقسوم 2p q  است.  19برابر با  
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A)1) اگر 4   ,R B,R)2و  ( Aروي  Rدو مجموعه مرتب جزيـي بـوده و    ( B×    بـه صـورت
(a ,b)R (x , y)  1اگر و فقط اگرaR x  2وbR y    تعريف شـود، آنگـاهR     يـك رابطـه ترتيـب

  جزيي است.  
         

  )IT– 92(  كدام گزينه درست است؟  -114
G) هر گراف بدون جهت 1 (V,E)=  كه در آنV E 1=   يك درخت است.   +
برابـر   8ارتفـاع  بـا   (quaternary)) بيشينه تعداد رئوس داخلي يك درخت كامـل چهارتـايي   2

  است.  21645
T) اگر 3 (V,E)=  درختي باV   شود.   مسير در آن يافت مي 30رأس باشد، دقيقاً  =10
Tكامل  (Ternary)تايي  ) درخت سه4 (V,E)=  ورت رأس داخلي است. در اين ص 34داراي

  است.  102هاي آن  تعداد يال
         

  )IT– 93(  هاي زير را مشخص كنيد:  درستي گزاره -115
2δالف) هر گراف ساده بدون جهت كه هر رأس آن درجه حداقل  دارد شامل دوري به طـول   ≤

  است.  δحداقل 
در  ℓاست، هـر دو مسـير بـه طـول      ℓدر يك درخت  ب) با فرض آن كه طول بزرگترين مسير

  درخت فوق حتماً دست كم يك رأس مشترك خواهند داشت. 
  ) الف: درست و ب: درست  2  ) الف: نادرست و ب: نادرست  1
  ) الف: درست و ب: نادرست  4  ) الف: نادرست و ب: درست  3

         
دار هاس يك ترتيب جزيي به شكل زير است. اين ترتيب جزيي چنـد ترتيـب توپولوژيـك    نمو -116

  )IT– 94(  متفاوت دارد؟ 
1 (6  
2 (8  
3 (12  
4 (16  

         
آميزي كـرد بـا    توان رئوس گراف پترسن را رنگ مينيمم تعداد رنگي باشد كه مي kفرض كنيد  -117

 برابر كدام است؟ kرنگ متفاوت داشته باشند.  4هايش  همسايهاين ويژگي كه هر رأس و 

  )94 –رياضي (  
1 (2 

2 (6  
3 (8  
4 (10  
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  )94 –رياضي (  هاي زير صحيح است؟  كداميك از گزينه -118
  است.  منتظم همبند فاقد يال برشي  −4) هر گراف 1
رأسي اسـت   100باشند و  هاي آن درخت مي مولفه همبندي كه همه مولفه 5) يك گراف با، 2

  يال دارد.  99
  منتظم فاقد يال برشي است.   −3) هر گراف همبند 3
  است، كه با حذف يك يال از آن سه مولفه همبندي پديد آيد. ) درختي موجود 4

             
  )94 –رياضي (  هاي زير درست است؟  كداميك از گزينه -119

  منتظم دو به دو غير يكريخت وجود دارد.  6رأسي  9گراف  6) دقيقاً ، 1
  منتظم نداريم.  4رأسي دو بخشي  10) هيچ گراف 2
  ند است. منتظم همب 4رأسي  9) هر گراف 3
  منتظم همبند است.  4رأسي  10) هر گراف 4

             
 1دار باشد به طوري كه درجه خروجي هـر رأس آن   منتظم و جهت −7گرافي  Gفرض كنيد  -120

باشند در ايـن صـورت    4و  1هاي  به ترتيب تعداد رئوس با خروجي bو  aاست. اگر  4يا 
b

a
  )94 –رياضي (  برابر كدام است؟  

1 (3   2 (4   3 (5   4 (6   
             
  )94 –(رياضي   هاي زير صحيح است؟  كداميك از گزينه -121

  دارد.  1تا رأس درجه  9وجود دارد كه دقيقاً  10) درختي با ماكزيمم درجه 1
  ) درختي وجود دارد كه مسطح نيست. 2
  ) درختي وجود دارد كه دو تطابق كامل دارد. 3
  ) هر درخت حداكثر يك تطابق كامل دارد. 4

             
 رأسي برابر كدام است؟  10 متنظم دو بخشي −3رأسي در يك گراف  4تعداد مسيرهاي  -122

  )94 –(رياضي   
 1 (20   2 (40   3 (60   4 (100   
             
و گراف كامـل دو بخشـي    2,3kاف كامل دو بخشي را از اتصال گر 2,3,2kگراف سه بخشي  -123

3,2k 2,3,2ها در مورد گراف  ايم: كدام گزينه يا گزينه به شكل زير ساختهk .صحيح است 

  )  91 –(مهندسي كامپيوتر    

  الف) هامني (مسطح) است. 
  ولي گذر اويلري دارد.  ب) مدار اويلري ندارد

  ج) هاميلتوني است. 
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  د) مسير هاميلتوني دارد ولي هاميلتوني نيست.
  ذير است. پ رنگ -2هـ) 

  ) د ، هـ1  
  ) الف، ب و ج 2  
  ) الف، د ، هـ3  
  ) ب ، ج ، هـ 4  
             
Gيك تطابق از گراف  -124 (V,E)= ها مانند  اي از يال زيرمجموعهM E⊆   است طوري كه هـيچ

ي  زيـر مجموعـه   Mماكزيمال است، اگـر   Mبر رأس مشتركي واقع نباشد. تطابق  Mدو يالي از 
    )92 –(مهندسي كامپيوتر   ي زير را مشخص كنيد.  نباشد. درستي دو گزاره Gي تطابق ديگري از  سره

ــر  ــف) اگـ ــواه از  2Mو  1Mالـ ــابق دلخـ Gدو تطـ (V,E)=   ــراف ــاه گـ ــند، آنگـ باشـ

1 2G (V,M M )′ =   دو بخشي است.  ∪

1دو تطابق ماكزيمال باشند، آنگاه  2Mو  1Mب) اگر  2
3

M M
2
≤   

  ) الف: نادرست، ب: درست  2  درست، ب: نادرست  ) الف: نا1
  ) الف: درست، ب: درست  4  ) الف: درست، ب: نادرست  3

         
اند. فرض كنيد كه گراف طوقـه   داده شده Gدار  هاي ورودي و خروجي يك گراف جهت درجه -125

عني از يك رأس به رأس ديگـر  (يالي از يك رأس به خودش) نداد و يال چندگانه هم نداريم (ي
هاي ورودي و خروجي زير،  ي درجه دار وجود دارد). براي چندتا از دنباله حداكثر يك يال جهت

گـذاري شـده، و    شـماره  nتا  1هاي گراف از  گراف متناظري وجود دارد؟ فرض كنيد كه رأس
  )93 –(مهندسي كامپيوتر   ها آمده است.  ي رأس به ترتيب شمارهها  ي درجه دنباله
indالف)  outdو  =(0,1,2,3) (2, 2,1,1)=    
indب)  outdو  =(2,2,1) (2,2,1)=  
indج)  outdو  =(1,1,2,3,3) (2,2,3,1,2)=      

  1 (0   2 (1   3 (2   4 (3   
             
است. وقتي  4ي هر رأس آن  رأس باشد كه درجه 16گرافي مسطح و همبند با  Gفرض كنيد  -126

هاي متناهي ايجاد شده سـه   گيرد. هريك از ناحيه اين گراف به صورت مسطح در صفحه قرار مي
ي نامتناهي نيز از چهار يال تشكيل شـده اسـت. چنـد     ضلعي يا چهار ضلعي هستند و مرز ناحيه

  )94 –(مهندسي كامپيوتر   ي سه ضلعي در اين گراف وجود دارد؟  ناحيه
1 (7   2 (8   3 (9   4 (10   
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 )97 –علوم كامپيوتر (  است؟ 1,4Kشامل چند زيرگراف يكريخت با ستاره  100K گراف -127

1 (
100

5

 
 
 

   2 (
100

96
5

 
 
 

   3 (
100

96
4

 
 
 

   4 (
100

100
4

 
 
 

   

             
 )97 –علوم كامپيوتر (    صحيح است، بجز: Gعبارات زير درباره گراف  همه  -128

 بخشي باشد، آنگاه مكمل آن دوبخشي نيست.گراف دو G) اگر 1

رأس حداكثر  n) هر گراف دوبخشي با 2
2n

4
  يال دارد. 

  ) گراف دوبخشي منتظم با تعداد فرد رأس وجود ندارد.3
  ماند. بخشي باقي مييك گراف دوبخشي باشد، با حذف هر يال، دو G) اگر 4

             
 است، حداقل داراي چند برگ است؟ 5ي  رأس درجه 3كه داراي  T درخت -129

 )97 –علوم كامپيوتر (  

1 (2   2 (10   3 (11   4 (15   
             
 )97 –علوم كامپيوتر (  چند يال دارد؟ Gتعريف زير، گراف  طبق -130

xعضوي از مجموعه  3هر زيرمجموعه  در نظـر بگيريـد. دو    Gرا يـك رأس   ={10,...,1,2}
|)تك عضوي باشد  Bو  Aمجاورند اگر و تنها اگر اشتراك  Bو  Aرأس  A B | 1)=∩.  

1 (120   2 (620   3 (1260   4 (3780   
             
3δبا مينيمم درجه  15از مرتبه  G گراف -131 دي است. تعداد حـداقل و  مؤلفه همبن 3، داراي =

min دهيم. در ايـن صـورت    نمايش مي maxqو  minqها را با  حداكثر يال max(q ,q كـدام   (
 )97 –علوم كامپيوتر (  است؟

1 ((12,30)   2 ((12,33)   3 ((14,25)   4 ((14,36)   
             
Vهاي  با مجموعه رأس G گراف -132 {2,3,4,..., شـود كـه دو    به صورت زير تعريف مـي  ={20

 Gنسبت به هم اول باشند. كدام مورد درباره  jو  iاگر مجاور هستند اگر و تنها  jو  iرأس 
 )97 –علوم كامپيوتر (  درست است؟

 ) مسير هاميلتوني دارد اما اويلري نيست.1

  ) گراف اويلري است اما مسير هاميلتوني ندارد.2
  ميلتوني دارد و نه گراف اويلري است.) نه مسير ها3
  ) هم مسير هاميلتوني دارد و هم گراف اويلري است.4
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درخت فراگير باشـد؟ (در تجزيـه    3گراف كامل دوبخشي وجود دارد كه قابل تجزيه به  چند  -133
 شود.) ظاهر مي يك گراف به چند زيرگراف، هر يال گراف دقيقاً در يك زيرگراف

 )97 –علوم كامپيوتر (   

1 (1   2 (2   3 (3   4 (4   
             
 )IT – 97(  هاي پوشاي گراف زير چندتاست؟ تعداد درخت -134

1 (42  
2 (62   
3 (82   

4 (102   
             
 )IT – 97(  ي داده شده، كدام مورد درست است؟ با توجه به دو گزاره  -135

(a  در هر درختn قل ي مستقل حدا ترين مجموعه رأسي اندازه بزرگn

2
  است. 

(b  اگرT  يك گشت ماكزيمال در گرافG     باشد كه دو رأس ابتـدايي و انتهـايي آن متفـاوت
  فرد است. Gدر Tي دو رأس ابتدايي و انتهايي گاه درجه است، آن

1 ((a)  ،درست(b) 2  درست ((a)  ،نادرست(b) درست  
3 ((a)  ،درست(b) 4  نادرست ((a)  ،نادرست(b) نادرست  
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`    
 

 
 ) صحيح است.3گزينه ( -1

  ها داريم توجه كنيد: اي كه بين درجات رئوس و تعداد يال به رابطه
n

i
i 1

deg(V ) 2m

=
=∑   

  است پس داريم: 3ي همه رئوس برابر با  ن گراف، درجهدر اي
n

i 1

3 2m 3n 2m

=
= ⇒ =∑   

  از طرفي طبق صورت سوال داريم:

2m 6n 90 3n 6n 90 n 10 , m 15+ = ⇒ + = ⇒ = =   
         

 ) صحيح است.2گزينه ( -2

  كنيم: ها توجه مي ي بين درجات رئوس و تعداد يال به رابطه
n

i
i 1

deg(V ) 2e

=
=∑   

ideg(Vداريم:  ∆و  δطبق تعريف  )δ ≤ ≤   بنابراين: ∆
n

i
i 1

e
n deg(V ) n n 2e n 2

n=

 δ ≤ ≤ ∆ ⇒ δ ≤ ≤ ∆ ⇒ δ ≤ ≤ ∆ 
 

∑   

         
 ) صحيح است.1گزينه ( -3

  اگر رئوس داراي درجه زوج و فرد را جدا كنيم واضح است كه خواهيم داشت:
  جه فرد + تعداد رئوس با درجه زوج تعداد كل رئوس = تعداد رئوس با در

دانيم كه در هر گراف ساده بايد تعداد رئـوس   در اين مثال، تعداد كل رئوس فرد است. از طرفي مي
ي زوج، عـددي فـرد    ي فرد، عددي زوج باشد، بنابراين لازم است تعداد رئـوس بـا درجـه    با درجه

  عددي فرد است.   mباشد. پس 
2m 1,3,5,7,.... m 1,9, 25,49,...= ⇒ =   

  برابر با يك است.   8بر  2mي تقسيم بينيم كه باقيمانده  در هر صورت مي
  تر: توضيح كامل

2 2 2m m 2k 1 m 4k 4k 1 m 4k(k 1) 1⇒ = + ⇒ = + + ⇒ = +   فرد است +

k(kعدد  k(kعدد متـوالي اسـت بنـابراين     2همواره زوج است زيرا حاصلضرب  +(1 1) 2k′+ = 
  ست. به اين ترتيب خواهيم داشت:ا

  ها گراف: هشتمبندي شده فصل  پاسخ سؤالات طبقه
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2m 4(2k ) 1 8k 1′ ′= + = +   
  برابر با يك است.   8بر  2mپس باقيمانده تقسيم 

         
 ) صحيح است.1گزينه ( -4

ي مشـترك باشـند.    يـا ... همسـايه   5يا  3يا  1بايد داراي  Gطبق فرض، هر جفت از رئوس گراف 

هـا   بايد همبند باشد. اكنون به انوع مختلفي از گراف Gشرط آن است كه گراف ي فوري اين  نتيجه

و  aرئـوس    ها اين شرط را ندارند مثلاً در درخت  شناسيم توجه كنيد. درخت كه مي

b هاي دو بخشي مثل  اصلاً همسايه مشترك ندارند. گرافn ,mk  اين شرط را ندارند زيرا اگرa  را

داشـت. در   ي مشـتركي نخواهنـد   را از يك بخش ديگر در نظر بگيريم، همسايه bز يك بخشي و ا

6دورهاي  5 4...,C ,C ,C ي مشترك ندارنـد. مـثلاً در    ها هستند كه همسايه بسياري از جفت رئوس

  ي مشترك ندارند.  همسايه bو aرئوس   

، هـر جفـت از رئـوس داراي    nkقـط در گـراف   شويم كـه ف  به اين ترتيب با كمي دقت متوجه مي
  ي مشترك هستند.  همسايه

باشند. از آنجا كه اين جفـت از رئـوس، بـا     nkيك جفت از رئوس گراف  bو  aحالا فرض كنيم 
nهمه رئوس ديگر همسايه هستند، پس    شترك دارند. ي م همسايه −2

nطبق فرض    بايد عددي فرد باشد.   nبايد عددي فرد باشد پس  −2
ي هر رأس از اين گـراف برابـر    عددي فرد است. درجه nباشد و  nkبايد گراف  Gبنابراين گراف 

nبا    .  ) درست است1است پس گزينه ( −1
         

 ) صحيح است.3گزينه ( -5

  كنيم.   ها را بررسي مي حكيمي گزينه –هاول   با استفاده از الگوريتم
5  ):1بررسي گزينه ( , 4 , 4 , 3 , 3 , 2 , 2   

  از همان ابتدا تعداد فردها، فرد است پس اين دنباله ترسيمي نيست.  
5  ):2بررسي گزينه ( , 4 , 4 , 4 , 2 , 1   

3  :5حذف  , 3 , 3 , 1 , 0   
2  :3حذف  , 2 , 0 , 0   
,1  : 2حذف  1,0−   

  مقدار منفي به وجود آمد و اين دنباله ترسيمي نيست. 
4,3,2  ):3بررسي گزينه ( ,1,1,1,1,1   

2,1,0  : 4حذف  ,0,1,1,1   
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0,0,1,1,0  : 2حذف  ,0   
  ) صحيح است. 3اين دنباله به وضوح ترسيمي است. پس گزينه (

7  ):4بررسي گزينه ( ,5,4, 4,2 ,2 ,1,1   
4,3,3,1,1,0  : 7حذف  ,0   
2,2,0,0,0  : 4حذف  ,0   
,1  : 2حذف  1,0,0,0−   

  سيمي نيست. مقدار منفي بوجود آمد پس اين دنباله تر
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -6

,1}ي  عضـوي از مجموعـه   2ي  يك زيرمجموعـه  Gهركدام از رئوس گراف  اسـت.   {2,3,4,5,6
1Aفرض كنيد  {a ,b}=  2وA {c,d}=  3وA {e,f}= سه رأس از گراف ،G   باشند كه تشـكيل

  اند:  يك مثلث داده
  طبق صورت سوال بايد داشته باشيم:

1 2 1 3 2 3A A A A A A= = = φ∩ ∩ ∩                    

1هاي  پس مجموعه 2 3A ,A ,A دهند كـه   عضوي را مي 6ي  افزار از مجموعه باهم تشكيل يك نرم
بـا تعـداد افزارهـاي يـك      ها در اين گراف، برابر است عضوي است. تعداد مثلث 2كلاس  3داراي 

  عضوي: 2ي  قطعه 3عضوي به  6ي  مجموعه
61 6!

15
2, 2,23! 3!2!2!2!

 
= = = 
 

   جواب
         

 ) صحيح است.2گزينه ( -7

كننده در سمينار را به صورت رئوس يك گراف و دست دادن دو عضو بـا يكـديگر را    افراد شركت
هـر رأس برابـر اسـت بـا تعـداد      ي  هاي گراف در نظر بگيريد. در اين صورت درجه به صورت يال

ي رئوس يك گـراف سـاده داريـم كـه      اند. دو نكته در مورد درجه افرادي كه با آن رأس دست داده
  همواره برقرار هستند:

  ي فرد، همواره عددي زوج است.  تعداد رئوس داراي درجه اولاً:
  تواند زوج يا فرد باشد.   ي زوج، مي اما تعداد رئوس داراي درجه

  ي آن ها باهم برابر است.  رأس وجود دارند كه درجه 2حداقل  ثانياً:
         

 ) صحيح است.4گزينه ( -8

هر گرافي كه شامل دور نباشد حتماً يك جنگل است. به عبارتي يا يك درخـت اسـت كـه در ايـن     
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eصورت  n 1= eدرخت مجزا تشكيل شده است كه در اين صـورت   kو يا از  − n k= اسـت.   −
eفاقد دور باشد همـواره   Gبينيد كه اگر  به هر حال مي n<     اسـت. بنـابراين شـرطe n≥   نشـان

  حداقل يك دور دارد.  Gدهد كه گراف  مي
eداريم  nCبراي مثال در گراف  n=  و در گرافnk  داريمe n>.   

         
 ) صحيح است.2گزينه ( -9

nدر اين گراف  eو  =100 eاست پس  =100 n=     شده اسـت. اگـر گـرافG    فاقـد دور باشـد
eهمبند باشد يـك درخـت اسـت و در آن     Gنگل است. در اين صورت اگر آنگاه يك ج n 1= − 

ي همبندي كه هركـدام يـك درخـت هسـتند تشـكيل       مولفه kاست، اگر هم ناهمبند باشد آنگاه از 
eشود و در آن  مي n k= eآنگـاه  فاقـد دور باشـد    Gبينيد كه اگر  است. در هر صورت مي − n< 

eاست. بنابراين وقتي  n=  يا)e n≥توان نتيجه گرفت كه  ) باشد، ميG     حـداقل شـامل يـك دور
  ) صحيح است.  2است. به عبارتي گزينه (

 2برابر است امـا ايـن گـراف داراي     nبا  1G  ،e) توجه كنيد كه در گرافي مانند 1در مورد گزينه (
  دور است.  

  
  شد درست بود.  مطرح مي G) اگر با شرط همبند بودن 1البته گزينه (

eهمبند باشد و  Gنتيجه: هرگاه  n=  باشد آنگاه G   .دقيقاً يك دور خواهد داشت  
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -10

n) به وضوح صحيح است زيرا براي هر 1ي ( گزينه را در نظر گرفت كـه   nCتوان گراف  مي <2
  شود و هم اويلري است و هم هاميلتوني.   ساخته مي nاز اين دور ساده به طول 

تـر   ست با اين حال بـراي كامـل  ها لازم ني بنابراين براي پاسخ دادن به اين تست، بررسي ساير گزينه
  كنيم.  ها را بررسي مي شدن پاسخ، آن

  ها: بررسي ساير گزينه
است. اين گراف منظم نيسـت. امـا همـه درجـات آن زوج      1G)، گراف 2مثال نقض براي گزينه (

xهستند پس اويلري است و مدار هميلتوني هم دارد كه به شكل  a bcde x   .است  
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ي درجـات زوج باشـند پـس     شود زيـرا در گـراف اويلـري بايـد همـه      ) به سادگي رد مي3گزينه (
  توانند اويلري باشند. منظم نمي −3هاي  گراف

مـنظم   3هـاي   گير است. با اين حال اگـر بـه گـراف    ) قدري وقت4ي ( يافتن مثال نقض براي گزينه
  هاميلتوني نيست زيرا مدار هاميلتوني ندارد.  2Gبينيد كه گرافي مانند  د ميتوجه كني

  
         

 ) صحيح است.4گزينه ( -11

شـود.   ها يك يال هم حذف مي ي يك را كنار بگذاريد، با حذف هركدام از آن رأس درجه 5اگر آن 
 10رأس  5تـوانيم بـا    يال است. تنها حالتي كه مي 10رأس و  5ماند گرافي با  بنابراين آنچه باقي مي

برابـر اسـت بـا     5kهاي  هاي گراف است. در واقع تعداد يال 5kيال به وجود آوريم، گراف كامل 
5 4

e 10
2

×
= n(nرابر است با ب nkهاي گراف  تعداد يال [ = 1)

e
2

−
=[  

ي  رأس درجـه  5است كـه بـه آن    5kبينم كه گراف داده شده همان  با توجه به اين توضيحات مي
  تواند مطابق شكل باشد: مي Gيك هم اضافه شده است. براي مثال گراف 

  
  ) به وضوح درست است. 1ي ( گزينه

ي يك، هيچ نقشي در  رأس درجه 5) ابتدا توجه داشته باشيد كه 4) و (3) ، (2هاي ( در مورد گزينه
هـايي   را بررسي كنيم. طبق فرمول 5kايجاد دورها ندارند. بنابراين كافيست تعداد دورها در گراف 

برابـر بـا    nkدر گـراف   mها در متن درس آمـده اسـت تعـداد دورهـاي بـه طـول        كه توضيح آن
n(m 1)!

m2

 −
 
 

  است.    

5(5 1)!
12

52

 −
= = 

 
   5kدر  5تعداد دورهاي به طول  

5(3 1)!
10

22

 −
= = 

 
   5kدر  3تعداد دورهاي به طول  
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5(4 1)!
15

42

 −
= = 

 
   5kدر  4داد دورهاي به طول تع 

  ) نادرست است.  4بنابراين گزينه (
         

 ) صحيح است.4گزينه ( -12

n(mاز فرمـول   nkدر گـراف   mتعداد دورهاي به طول  1)!

m2

 −
 
 

آيـد. دورهـاي    بـه دسـت مـي    

برابـر   nkگذرند پس تعداد دورهاي هميلتوني در  همه رئوس مي هميلتوني، دورهايي هستند كه از
  به عبارتي داريم: nاست با تعداد دورهاي به طول 

n(n 1)! (n 1)!

n2 2

 − −
= = 

 
   nkتعداد دورهاي هميلتوني در  

nبه ازاي  !8، جواب برابر با =9

2
  است.   

8! 8! 9 9!

2 2 9 18

×
= =
×

   
         

 ) صحيح است.2گزينه ( -13

  بررسي اويلري بودن يا مسير اويلري داشتن، ساده است. كافي است به درجه رئوس توجه كنيم.
ارد) اويلري نيست (مدار اويلـري نـد   Gي فرد هستند بنابراين گراف  از رئوس داراي درجه 2دقيقاً 

ي فـرد دارنـد    كه درجـه  4Vيا  3Vاما داراي مسير اويلري هست. اين مسير بايد از يكي از رئوس 
  آغاز شود و در نهايت به ديگري ختم شود.  

1در ضمن ايـن گـراف داراي مـدارهاي هميلتـوني هسـت. مـثلاً        2 6 5 4 3 1V V V V V V V  مـدار   يـك
  گرافي هميلتوني است.   Gهميلتوني است. پس 

         
 ) صحيح است.3گزينه ( -14

n(nهاي ي گراف همه 3)k≥    داراي مدار هميلتوني هستند. اما مدار اويلري به شـرطي وجـود دارد
ي رئـوس   ي همـه  درجـه  nkي رئوس زوج باشد. در گـراف   ي همه كه گراف همبند بوده و درجه

nبرابر با  nاست. براي آنكه  −1   مدار اويلري ندارد.  16kفرد باشد. پس  nزوج باشد بايد  −1
         

 ) صحيح است.2گزينه ( -15

n(nهاي كامل ي گراف مطابق متن درس، همه 3)k≥    هميلتوني هستند اما گراف كامـل دو بخشـي
nيعني  ,mk  فقط وقتي هميلتوني است كهn m= ) هميلتوني نيست.  2باشد. پس گزينه (  

  توانيد مدار هميلتوني را پيدار كنيد.  ) به سادگي مي4) و (3هاي ( در مورد گزينه
         

 ) صحيح است.2ه (گزين -16

ي درجـات، زوج باشـند. در ايـن     مدار اويلري فقط وقتي وجود دارد كه گراف همبند باشد و همـه 
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    است.دارد پس اويلري ني فرد وجود  گراف رأس درجه
كمـك بگيريـد.    2توانيد از رئوس درجه  براي يافتن مدار هميلتوني يا اطمينان از عدم وجود آن، مي

هاي مرتبط با اين رئـوس را پررنـگ كنيـد. حـالا بـا       هستند. يال 2اي درجه دار gو  f , aهاي  رأس
هـا، هرگـز    ها و اضافه كردن برخي ديگر از يـال  بينيد كه با استفاده اجباري از اين يال كمي دقت مي

توان مداري يافت كه از همه رئوس فقط يـك بـار    توان يك مدار هميلتوني يافت. در واقع نمي نمي
  عبور كند. 

  
و رأسي از گراف نباشد، به گرافي خواهيم رسيد كـه اويلـري    Cي  در مثال بالا اگر نقطه:  نكته�

  هميلتوني هست. به شكل زير توجه كنيد:

  
را پررنگ كنيم، خواهيم ديد كه يـك مـدار هميلتـوني شـكل      2هاي مرتبط با رئوس درجه  اگر يال

  يك مدار هميلتوني است.   baegdfbگيرد. در واقع  مي
  بود.   ) صحيح مي1براي اين شكل، گزينه (

         
 ) صحيح است.3گزينه ( -17

nمطابق توضيحات متن درس، گراف كامل دو بخشي  ,mk     فقط هنگـامي دور هميلتـوني دارد كـه

n m 2= n!(nباشد و تعداد دورهاي هميلتوني آن برابر با  ≤ 1)!

2

  است.   −

n) صحيح است، البته طراح سوال در نوشتن شرط 3بنابراين گزينه ( دقتي كرده اسـت زيـرا    بي ≤1
nدانيم كه به ازاي  مي   اصلاً شامل دور نيست.   1,1k، گراف =1

n!(nتوجه داشته باشيد كه فرمول  1)!

2

!n!nتوان به صورت  را مي −

2n
  هم نوشت.  
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 ) صحيح است.1گزينه ( -18

يال از يكديگر در ايـن گـراف وجـود     1385ي  با فاصله vو  uمطابق اطلاعات داده شده؛ دو رأس 
هسـتند. مطـابق شـكل     ابتدا و انتهاي آن vو  uداريم كه  1385دارند. بنابراين مسيري ساده با طول 

1384بياد رئوس  2 1a , ..., a ,a هـاي   رئوس مياني اين مسير باشند. اين رئوس به همراه رأسu  وv 
  دهند.  را تشكيل مي Gرأس گراف  1386روي هم 

  
يال است و هيچ رأس و يال ديگـري   1385رأس و  1386دقيقاً يك مسير ساده با  Gبنابراين گراف 

  ندارد. 
         

 ) صحيح است.4گزينه ( -19

تـوانيم بـراي روشـن     اي نيست. با اين حال ما مي ي ساده اي، مسأله به عنوان يك پرسش چهارگزينه
nشدن موضوع، به جاي ي كلـي را در ايـن    بر روي اعداد كوچكتر متمركز شـويم تـا قاعـده    =37

  عددي فرد است.  37زيرا  فرد باشد nزمينه به دست آوريم. البته بهتر است 
nاول فرض كنيد   در مرحله توانند بـه شـكل مقابـل دور ميـز      نفر در روز اول مي 3باشد. اين  =3
  بنشينند.  

  
كنـد.   اما در روزهاي بعد، هر طور كه پشت ميز بنشينند، نفرات مجاور با هر شخص، تغييـري نمـي  

nپس با شرط داده شده، براي    جواب برابر با يك روز است.   =3

  
nاكنون حالت  گيريم. فرض كنيد در روز اول، به شكل سـمت چـپ كنـار هـم      را در نظر مي =5

 4vو  3v خواهد نفرات مجاور خود را تغيير دهد بنابراين فقـط  مي 1vنشسته باشند. در روز دوم 
بينيد، نظرات  بنشينند. ساير نظرات هم، همانطور كه در شكل سمت راست مي 1vتوانند مجاور  مي

اند. اما اين تغييـرات بـراي روز سـوم غيـرممكن اسـت       مجاور خود را نسبت به روز اول تغيير داده
nقرار بگيرد. پس براي  1vي ديگر شخص غيرتكراري نداريم كه مجاور يعن ، جواب برابر بـا  =5
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  خواهد بود.   2
nروز  1 3= ⇒   
nروز  2 5= ⇒   

nشويم كه براي  مي ها متوجه ي اعداد به دست آمده با گزينه با مقايسه جواب صـحيح برابـر    =37
  روز خواهد بود.  18با 

n، جواب برابر با nدر واقع براي هر  1

2

− 
  

  است.   

خواهيم نظرات مجاور با هر شـخص را تغييـر بـدهيم، تعـداد      با توجه به آنكه هر بار مي :توجهتوجهتوجهتوجه    �
كه هيچ يـال مشـتركي    nkرابر است با تعداد دورهاي هميلتوني گراف نفر ب nحالات ممكن براي 

nنداشته باشند. تعداد چنين دورهايي برابر با  1

2

− 
  

  است.   
         

 ) صحيح است.4گزينه ( -20

دقيقاً دو دور دارد اما اويلري نيست  ) غلط است براي مثال 1گزينه (

  ي فرد دارد.  رأس درجه زيرا
دور دارد اما رئوس آن از درجه  2شود. اين گراف دقيقاً  ) هم با توجه به همان مثال رد مي2گزينه (

  نيستند.  4
يال اسـت. حـالا    nرأس و  nداراي  nCدانيم كه گراف  ) هم صحيح نيست براي مثال مي3گزينه (

  اضافه كنيد. مثلاً گراف زير را در نظر بگيريد: nCيك يال به 

  
nدر اين گراف تعداد رئوس  nها  و تعداد يال =5 1 6+   است.  =

 5ها دور بزرگ به طـول   دور است. يكي از آن 3شويم كه اين گراف داراي  با كمي دقت متوجه مي
  ) حكم نادرستي است.  3هستند. پس گزينه ( 4و  3ديگر دورهاي كوچكتر به طول است و دوتاي 

تواند درست باشـد. امـا بـراي توضـيح      ) مي4ها، فقط گزينه ( با توجه به نادرست بودن ساير گزينه
دقيقاً شامل دو دور باشد، آن دو دور بايد با يال برشي يا  Gتر توجه كنيد كه اگر گراف همبند  كامل

يال برشي داشته باشيم، تعداد مسـيرها از هـر رأس    3Gشي به هم متصل باشند. اگر مانند رأس بر
رأس برشي داشته باشيم باز هم تعـداد مسـيرها    4Gاست و اگر مانند  4به هر رأس ديگر، حداكثر 

دقيقاً  bتا رأس  aاست. مثلاً هر دو گراف از رأس  4از هر رأس به هر هرأس ديگر حداكثر برابر با 
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  مسير مختلف داريم.  4

  
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -21

3ما رئوس گراف را با  2 1v ,v , v  4وv دهيم.  نشان مي  
نويسـيم.   هـاي هميلتـوني را مـي    ي سيكل ها، همه و با توجه به جهت يال 1vابتدا با شروع از رأس 

ي رئوس ديگر را فقط يك بـار   شود بايد همه آغاز مي 1vدقت كنيد كه يك سيكل هميلتوني كه از 
  برسد.   1vملاقات كند و در پايان به 

  سيكل با اين شرايط وجود دارد: 3فقط 

1 2 3 4 1A) v v v v v   

1 3 2 4 1B) v v v v v   

1 3 4 2 1C) v v v v v   
ــال  ــوع وزن ي ــيكل   مجم ــا   Aهــا در س 2برابــر ب 6 8 6 22+ + + ــر بــا   Bو در ســيكل  = براب
9 7 4 6 26+ + + ــا  Cو در ســيكل  = ــر ب 9براب 8 3 1 21+ + + ــابراين  =  يــك ســيكل Cاســت. بن

  هميلتوني بهينه است.  
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -22

تشـكيل شـده    Zو  Yو  Xبخـش   3بخشي كامل را در نظر بگيريد كـه از   3براي مثال، يك گراف 
1Xاست و  P=  2وY P=  ،3Z P=   .است  

  بخشي به بخش ديگر متصل هستند.  هاي اين گراف، از يك ي يال همه
باهم مجاور نيستند و هيچكدام از  Yباهم مجاور نيستند. هيچكدام از رئوس  Xهيچكدام از رئوس 

  شوند: به اين ترتيب شمرده مي Gهاي  ، باهم مجاور نيستند. بنابراين يالZرئوس 
   Y= ( Geبه  Xهاي از  ) + (يالZبه  Xهاي از  ) + (يالZبه  Yهاي از  (يال

1 2 1 3 2 3P P P P P P= + +  

2دقت كنيد كه  3P P  3و 2P P      هر دو باهم نبايد در مجموع ظاهر شـوند. در واقـع ايـن مجمـوع را
  هاي زير نوشت: توان به هركدام از صورت براي حالت كلي، مي

n i 1 n n n n

i j i j i j
i 1 j 1 i 1 j i 1 i 1i 1

j 1

1
P P P P P P

2

−

= = = = + = =
≠

= =∑∑ ∑ ∑ ∑∑   
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  دهند.  را به درستي نشان مي Gهاي  ) تعداد يال4) و (1هاي ( پس گزينه
مجـاور   Xفقـط بـا رئـوس     Xفكر كنيد. در اين گراف، رئـوس   Gيعني  Gاكنون به گراف مكمل 

1Pهاي آن  كه تعداد يالدهند  رأس را مي 1Pهستند و با هم تشكيل يك گراف كامل با 

2

 
 
 

  است.  

دهنـد   رأس را مـي  2Pهمه با هم مجاور هستند و تشكيل گراف كامل با  Yبه همين ترتيب رئوس 

2Pهاي آن  كه تعداد يال

2

 
 
 

سازند كه تعـداد   رأس مي 3Pمل با هم يك گراف كا Zاست. رئوس  

3Pهايشان  يال

2

 
 
 

  است.   

31 2
G

PP P
e

2 2 2

    
= + +     
     

   

برابر با  Gهاي گراف  در حالت كلي تعداد يال
n

i

i 1

P

2=

 
 
 
  است.   ∑

  ) صحيح است.  1پس گزينه (
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -23

شود. پـس   محسوب مي Gيك رأس براي  {1,2,3,4,5}ي  عضوي از مجموعه 2هر زيرمجموعه 
  برابر است با: Gهاي  تعداد رأس

5
n 10

2

 
= = 
 

   

1vيكي از اين رئوس مثلاً رأس رأس ديگر مجاور است  3ر بگيريد. اين رأس با را در نظ ={4,5}
  هستند.  {1,2,3}ي  عضوي مجموعه 2هاي  كه همان زيرمجموعه

1degپس  (v )   است.   =3
  ايم.)  را نشان داده 1vفقط رئوس مجاور با  زيردر شكل 

  
ي رئوس اين گراف برابر بـا   ي همه ن تحليل وجود دارد پس درجهبراي ساير رئوس هم مشابه همي

  رأس است.  10منتظم با −3گرافي  Gاست. تا اينجا فهميديم كه  3
  را حساب كنيم: Gهاي  توانيم تعداد يال حالا مي

10

i
i 1

degV
10 3

e 15
2 2

= ×
= = =

∑
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  در ضمن، همبند بودن اين گراف هم واضح است.  
  ) صحيح هستند. 4) و (3) و (2هاي ( س گزينهپ

) دقت كنيد كه گراف دو بخشي نبايد دوري به طول فرد داشته باشد در حالي كه 1در مورد گزينه (
  پيدا كنيم كه در شكل آمده است:  5توانيم دوري به طول  در اين گراف مي

  دو بخشي نيست.   Gپس گراف 

  

  اف اشتراكي را از متن درس مطالعه كنيد. براي اطلاعات بيشتر بخشي گر :توجهتوجهتوجهتوجه    �

         
 ) صحيح است.3گزينه ( -24

ها دور بـه   هاي دو بخشي، فاقد دور به طول فرد هستند، بنابراين در آن دانيد، گراف همانطور كه مي
Nتواند يـك گـراف دو بخشـي بـا      مي G(مثلث) هم وجود ندارد. پس گراف  3طول  رأس  =16

  اشد.  ب
6,10هاي  مثلاً گراف 5,11 2,14k , k , k  8,8وk  رأس دارند و فاقد مثلث هستند.  16همگي  

Nها در گراف دو بخشي با  تعداد يال رأس حداكثر  =16
2

N

2

 
 
 

است و هنگامي كـه بـه دسـت     

8داراي  8,8kدر دو بخشي، باهم برابر باشند. گراف آيد كه تعداد رئوس  مي 8 64× يال اسـت.   =
  ) صحيح است.  3پس گزينه (

نيستند با ايـن حـال چـون در     Gهاي دو بخشي، تنها نمونه از گراف  دقت كنيد كه گراف :توجهتوجهتوجهتوجه    �
يـال پيـدا كنـيم كـار      64با  Gاي از  توانستيم نمونه وجود ندارد و ما 64ها مقداري بزرگتر از  گزينه

  تمام است.  
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -25

گراف دو بخشي كامل، دوري به طول فرد ندارد. اما همـانطور كـه در مـتن درس توضـيح داديـم،      

nدر گراف  2kتعداد دورهاي به طول  ,mk   اسـت بـا:   برابـرn m k!(k 1)!

k k 2

   −
  
  

در ايـن مثـال    

n m 7= 2kاست و تعداد دورهاي به طول  = kخواهيم يعني  را مي =4   است.   =2

7 7 2!1!
21 21 441

2 2 2

  
= = × =  
  

  جواب 
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 ) صحيح است.2گزينه ( -26

eفاقد دور باشد يك جنگل (يا درخت) است. در هر درخت  Gاگر گراف  n 1= اسـت و اگـر    −
eدرخت تشكيل شده باشد،  kجنگلي از  n k= eها  است. بنابراين در اين گراف − n<   .است  

eبينيم كه اگر  به اين ترتيب مي n=  ياe n>  باشد گرافG  .داراي حداقل يك دور است  
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -27

Xفرض كنيم  {1,2,..., n}= هاي  باشد. تعداد زيرمجموعهX  برابر باn2 هـا   است و هركدام از آن
  هستند.  Gف يكي از رئوس گرا

برابـر بـا    φاي با  دانيم كه اشتراك هر مجموعه يكي از رئوس اين گراف است و مي φي  مجموعه
φ ي رئوس ديگر مجاور است و در نتيجه همبند بودن گراف  است پس اين رأس با همهG  واضح

  است.  
ها مشخص شود، بهتر اسـت بـراي يـك مقـدار      : براي آنكه نادرست بودن ساير گزينهپاسخ تكميلي
nمــثلاً  nكوچــك از  ي  هــاي مجموعــه را تصــور كنيــد. هركــدام از زيرمجموعــه Gگــراف  =3

X   يك رأس اين گراف هستند: ={1,2,3}
نيسـت.   واضح است كه ايـن گـراف مـنظم   

با همـه رئـوس مجـاور اسـت امـا       φمثلاً 
Xي  مجموعه مجاور  φفقط با  ={1,2,3}

  است.  

  

  
  

س درجه يك (برگ) وجـود  دهد كه يك رأ مجاور است نشان مي φفقط با Xدر ضمن همين كه 
دهد ايـن گـراف دو    دارد پس اين گراف هميلتوني نيست. وجود دورهاي به طول فرد هم نشان مي

  دهند.  تشكيل يك مثلث مي {2}و {1}و φبخشي نيست. مثلاً 
         

 ) صحيح است.2گزينه ( -28

اسـت (ماننـد    nCهمبند است و فقـط يـك دور دارد. بنـابراين يـا دقيقـاً همـان گـراف         Gراف گ

به همراه يك يا چند درخـت كـه بـه صـورت برشـي بـه آن        nC) يا از يك دور 

  ) شود (مانند  متصل هستند تشكيل مي

  م.  كني ها را بررسي مي اكنون گزينه
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  مسير وجود دارد.  2بين هر دو رأس،  1G) نادرست است مثلاً در گراف 1گزينه (
  يكريخت نيست.   nCبا  2G) نادرست است مثلاً 3گزينه (
nاريم د 1G) نادرست است مثلاً در 4گزينه ( e 4= =   

(G)داريم  1G) صحيح است. در گراف 3اما گزينه ( 2∆ و تعداد رئوس درجه يك برابر با صفر  =
(G)داريم  2Gاست. در گراف  3∆   دارد.  رأس درجه يك 3و اين گراف  =

  ي رئوس گراف است.   ي بيشترين درجه دهنده نشان ∆(G)يادآوري: 
         

 ) صحيح است.4گزينه ( -29

عضوي اسـت.   4يال كه هيچكدام از آنجا به هم متصل نباشند در واقع يك تطابق  4اي از  مجموعه
nطبق متن درس، در گراف  ,mk كه يك تطابق براي آنk  عضوي داشته باشيم، ابتدا بايدk  رأس از

توان بـه هـم    روش مي !kرأس از بخش دوم انتخاب كنيم. سپس اين رئوس را به  kبخش اول و 
  متصل كرد.  

n m
k!

k k

  
=   
  

nعضوي در  kهاي  تعداد تطابق  ,mk   

nوال در اين س m 7= kو  =   است: =4
7 7

7!
4 4

  
=   
  

  جواب  
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -30

xباشند آنگاه  {7,...,1,2}ي  دو عضو متمايز از مجموعه yو  xاگر  y−  اسـت   6تا  1عددي بين
  برابر با خودش است.   7ي تقسيم آن بر  ندهو باقيما

xيا  3يا  4يا  5مجاور هستند اگر  yو  xپس طبق صورت سوال،  y 2− باشد. براي مثال رأس  =
x xمجاور است و رأس  2,3,4,5با رئوس  =7 ,3با رئوس =1 مجاور است. به همـين   4,5,6

منـتظم اسـت و   −4گرافي  Gرأس ديگر مجاور است پس  4شويم كه هر رأس با  ترتيب متوجه مي
  همبند است.  

بـا خـودش مجـاور نيسـت زيـرا       2ساده اسـت زيـرا طـوق نـدارد مـثلاً رأس       Gدر ضمن گراف 
2 2 0− x}دار نيستند زيرا  جهت  هم Gهاي  شود و يال مي = , y}  با{y, x}  .تفاوتي ندارد  
  ) صحيح هستند. 4) و (3) و (2هاي ( پس گزينه

نشان داد. مثلاً رئـوس   Gتوان با پيدا كردن يك دور به طول فرد در  ) را مي1نادرست بودن گزينه (
   دهند.  تشكيل يك مثلث مي 6و  4و  2

         
 ) صحيح است.2گزينه ( -31

  : روش اول
  بخشي است.  2آميزي باشد،  رنگ قابل رنگ 2هر گرافي كه فقط با استفاده از 
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رنـگ   2فقط بـا   2Gو  1Gهاي  آميزي كنيد خواهيد ديد كه گراف ها را رنگ اگر رئوس اين گراف
 2Gو  1Gكنيم. پس فقط  رنگ نياز پيدا مي 3حداقل به  3Gآميزي هستند اما در گراف  قابل رنگ

  دو بخشي هستند. 
  روش دوم:  

ي دورها  همه 2Gو  1Gي ها گرافي كه دوري به طول فرد داشته باشد دو بخشي نيست. در گراف
 abcdeaدور به طول فرد وجود دارد. مثلاً مطابق شكل دور  3Gبه طول زوج هستند اما در گراف 

  دو بخشي نيست.   3Gاست. پس  3Gدر  5دوري به طول 

  
         

 ) صحيح است.4گزينه ( -32

  رأس هستند.  6ها داراي  ي گراف همه
منـتظم هسـتند   −3ها همگي  است اما ساير گراف 4و رأس درجه  2گراف (ب) داراي رأس درجه 

  ها يكريخت نيست.   پس (ب) با ساير گزينه
هستند در حالي كه گـراف (د) هـيچ دوري بـه     3به طول  هاي (الف) و (ج) داراي دورهايي گراف
هـاي   ها يكريخت نيست. بـه ايـن ترتيـب فقـط گـراف      ندارد. پس گراف (د) با ساير گزينه 3طول 

  توانند يكريخت باشند.  (الف) و (ج) مي
         

 ) صحيح است.4گزينه ( -33

نطور كه در مـتن درس  گرافي كه با مكمل خودش يكريخت باشد، گراف خود مكمل نام دارد. هما
nگرافي خود مكمل باشد آنگاه  Gايم، اگر  توضيح داده 4k=  ياn 4k 1=   خواهد بود.   +

  ) صحيح است:4پس فقط گزينه (

19 4(4) 3= +   
31 4(7) 3= +   
30 4(7) 2= +   
21 4(5)=   

         
 ) صحيح است.2گزينه ( -34

اسـت. بنـابراين گـراف سـمت      3,3kتوان ديد كه گراف سمت چپ، همـان گـراف    به سادگي مي
ها بين دو گـراف   است. طبق متن درس، تعداد يكريختي 3,3kراست هم يكريخت (ايزومورف) با 

3,3k  2برابر با 3! 3! 72× ×   است.   =
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nبـراي گـراف     تعداد يكريختي يادآوري: ,mk   كـهn m≠   باشـدn!m!   و اگـرn m=   ،باشـد
2n!n!   .است  

         
 ) صحيح است.4گزينه ( -35

دانيم كه تعداد رئـوس   با مكمل خودش يكريخت باشد. مي Gناميم اگر  را خود مكمل مي Gگراف 
nيك گراف خود مكمل بايد  4k=  ياn 4k 1=  4يال و  3كه  3Pي  باشد. در ضمن مسير ساده +

هاي معروف خـود مكمـل هسـتند. پـس      رأس دارد از مثال 5يال و  5كه  5Cس دارد، و گراف رأ
  ) نادرست هستند. 2) و (1هاي ( گزينه

  
رأس را در نظر بگيريد. فرض كنيد  1388با  Gكنيم. گراف  ) را بررسي مي4) و (3هاي ( حالا گزينه

 bتـا   aباشـد. پـس در مسـير از     1387ها  ي آن داشته باشد كه فاصله bو  aدو رأس مانند  Gگراف 
  دهند.  را تشكيل مي Gرأس  1388ي  همه bو  aتا است كه به همراه  1386تعداد رئوس مياني 

  
اسـت. هـيچ حالـت ديگـري      Gهـاي   ي رئوس و يال ي همه دهنده نشان bتا  aي از  پس مسير ساده

  ) صحيح است.  4وجود ندارد. پس گزينه ( Gبراي 
         

 ) صحيح است.3گزينه ( -36

  كنيم. ها را به صورت جداگانه بررسي مي گزينه

ي درجـات آن   مثال بزنيم كه دنبالهتوانيم گرافي مانند ) نادرست است زيرا مي1) گزينه (1

2,2,2   است اما دوبخشي نيست زيرا دوري به طول فرد دارد.  0,
1رأس  6نادرست است. براي بررسـي آن، گرافـي بـا    ) 2) گزينه (2 5 6v ,..., v , v    در نظـر بگيريـد

1توان طوري در نظر گرفت كه بين  يال را مي 10ي  حالا همه 5v ,..., v  6باشند يعنيv    بـه سـاير
  في ناهمبند با اين شرايط وجود دارد. رئوس متصل نباشد. پس گرا
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n)يال داشته باشيم و  eرأس و  nاگر گرافي ساده با :  نكته� 1)(n 2)
e

2

− −
تـوانيم   باشـد مـي   <

  همبند است.   Gنتيجه بگيريم كه 
  ) اين نامساوي برقرار نيست.  2در گزينه (

رأســي و  nگرافــي  Gيعنــي  Gظم باشــد، آنگــاه مكمــل منــت−mرأســي و  nگرافــي  G) اگــر 3
n 1 m− − كننـد   را ايجاد مـي  nkروي هم گراف  Gو  Gمنتظم است. دليل اين امر آن است كه  −

Gو در نتيجه  G
deg V deg v n 1+ =   ست.  ا −

  بينيم كه: با اين توضيحات مي
nرأسي و  nهاي  منتظم، برابر است با تعداد گراف mرأسي و  nهاي  تعداد گراف 1 m−   منتظم.  −

nپس اگر  منـتظم برابـر اسـت.    −2هـاي   منتظم بـا تعـداد گـراف   −8هاي  باشد، تعداد گراف =11
شـود. پـس حـالات     منتظم بايد از يك يا چند دور ساده مجزا تشكيل مي−2دانيم كه هر گراف  مي

  ها هستند: رأس اين 11منتظم با −2ممكن براي گراف 

11 6 5 4 4 3 3 3 5 3 8 4 7C , C C , C C C , C C C , C C , C C+ + + + + + +   

  ) صحيح است.  3ين ويژگي وجود دارد. گزينه (گراف با ا 6بنابراين 
  ي فرد بايد زوج باشد.   ) نادرست است زيرا در هر گراف ساده، تعداد رئوس با درجه4) گزينه (4

  زوج باشد. (شرط لازم)  nmرأس به شرطي وجود دارد كه  nمنتظم با  mي  يادآوري: گراف ساده
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -37

  ) نادرست هستند. 3) و (2هاي ( اند پس گزينه تشكيل شده 3رأس با درجه  8هر دو گراف از 
، عـدد  4هـا، تعـداد دورهـاي بـه طـول       ي درجات، تعداد مثلث هايي از قبيل دنباله با بررسي ويژگي

رسد كه با  هم هستند. پس به نظر مياز هر لحاظ مانند  2Hو  1Hهاي  بينيم كه گراف رنگي، ... مي
  هم يكريخت (ايزومورف) هستند. 

تنها راه اثبات يكريخت بودن دو گراف به صورت علمي، آن است كه يك تابع يكريختي  :توجهتوجهتوجهتوجه    �
  ها پيدا كنيم.  (ايزومورفيسم) بين آن

1در شكل زير يك تابع يكريختي  2f :H H→ ايم.   را نشان داده  

  
  كند.  نظير مي 8wرا به  8vو ... و  1wرا به  1vاين تابع 

5يك ايزومورفيسم است. مثلاً  fتوانيد تحقيق كنيد كه  مي 4v , v  8وv دهنـد   تشكيل يك مثلث مي
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5هم  2Hو در گراف  4w ,w  8وw  اند.  ) داده3تشكيل يك مثلث (دور به طول  

         
 ) صحيح است.3گزينه ( -38

  كنيم.   ها را به صورت جداگانه بررسي مي گزينه

9داراي  9kدانيم كه گراف  . براي مثال مي) نادرست است1) گزينه (1 8
36

2

×
  يال است.   =

آيـد كـه    يال به دست مي 37رأس و  10اضافه كنيم گرافي با  9kحالا اگر يك رأس درجه يك به 
  هميلتوني نيست زيرا داراي برگ (رأس درجه يك) است.  

هسـتند   4kي همبند كه هركـدام   ) نادرست است. اين گراف ممكن است از دو مولفه2) گزينه (2
  تشكيل شده باشد پس لزوماً همبند نيست.  

  
m(mمنتظم، از يك يا چند دور  2) هر گراف 3 3)C≥ منـتظم   2شود پس براي گراف  تشكيل مي
  هاي زير ممكن است: لترأس، حا 10با 

10 3 7 4 6 5 5 3 3 4C , C C , C C , C C , C C C+ + + + +   
  ) صحيح است.  3پس گزينه (

  كنيم: حكيمي براي بررسي وجود اين گراف استفاده مي -هاول  ) از الگوريتم4

5 , 5 , 4 , 4 , 3 , 3 , 2 , 2 , 1 , 1   
  كنيم: عدد بعدي هركدام يك واحد كم مي 5را حذف كرده از  5اولين 

4 , 3 , 3 , 2 , 2 , 2 , 2 , 1 , 1   
  كنيم: عدد بعدي هركدام يك واحد كم مي 4را حذف كرده و از  4

2 , 2 , 1 , 1 , 2 , 2 , 1 , 1 2 , 2 , 2 , 2 , 1 , 1 , 1 , 1→   

   كنيم: عدد بعدي يك واحد كم مي 2كنيم و از  را حذف مي 2

1 , 1 , 2 , 1 , 1 , 1 , 1 2 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1→   

  توانيم ادامه بدهيم اما اين گراف به وضوح قابل ترسيم است: مي

  
  ) صحيح نيست.  4ي درجات داده شده وجود دارد. گزينه ( هپس گرافي ساده با دنبال

         

 سازي مرتب

 سازي مرتب
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 ) صحيح است.4گزينه ( -39

  كنيم: ها را به صورت جداگانه بررسي مي گزينه
n) گراف 1 ,mk  به شرطي مسطح است كهn mيا  ≥2   مسطح نيست.  3,4kباشد. پس  ≥2

برابر با  Gهاي  رأس باشد، حداكثر تعداد يال Nبخشي با  2گرافي ساده و  G) اگر 2
2

2N N
( )
2 4
= 

زوج باشد،  Nرأس، اگر  Nهاي دو بخشي با  است. در واقع در گراف
2N

e
4

فرد باشـد   Nو اگر  ≥
2N 1

e
4

−
  است.   ≥

پس، شرط 
2N

e
4

  دو بخشي نيست.   Gدهد كه گراف  نشان مي <

كه با مكمـل خـودش يكريخـت اسـت،      nCي  ايم كه تنها دور ساده ) در متن درس توضيح داده3

5C   .است  
  كنيم: حكيمي استفاده مي –) از الگوريتم هاول 4

7 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 , 1 , 1   
  عدد بعدي:  7و كم كردن يك واحد از  7حذف عدد 

4,3, 2,1,0,0 ,0   
  عدد بعدي: 4و كم كردن يك واحد از  4حذف عدد 

2,1,0, 1,0 ,0−   

  ي نيست)  ي درجات داده شده، ترسيم مقدار منفي به وجود آمد پس اين گراف وجود ندارد. (دنباله
         

 ) صحيح است.3گزينه ( -40

xشـود بنـابراين اگـر     عامل كـوچكتر تجزيـه نمـي    2ضرب  يك عدد اول است و به حاصل 3 y× 
  باشند.  3بايد مضرب  yيا  xباشد آنگاه  3بخواهد مضرب 
گـر متصـل هسـتند و    ي رئوس دي به همه 3و  6و  9بينيم كه در اين گراف رئوس  به اين ترتيب مي

  رأس متصل هستند.  3ساير رئوس هم فقط به اين 

  
و  6و  3يال ديگر كه رئـوس   3به همراه  3,6kهاي گراف برابر است با تعداد يال Gهاي  تعداد يال
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  اند: را به هم متصل كرده 9

e 3 6 3 21= × + =   
  دهند.  تشكيل يك مثلث مي 9و  6و  3طول فرد دارد. مثلاً  دو بخشي نيست زيرا دور به Gگراف 

وجــود دارد. اگــر رئــوس  3,3kمســطح نيســت زيــرا در آن زيــر گرافــي يكريخــت بــا  Gگــراف 
X Yرا در يك بخش و رئوس  ={3,6,9} {1,2, ي كه هاي را در بخش ديگر فرض كنيد، يال ={4

  دهند.  را مي 3,3kبين اين دو بخش قرار دارند تشكيل 
  ) حكم نادرستي است.  3بنابراين گزينه (

  دور هميلتوني ندارد.  Gتوانيد ببينيد كه  در ضمن با كمي صرف وقت مي
         

 ) صحيح است.4گزينه ( -41

4ابراين طبق فرض اين دنباله به صورت نزولي نوشته شده است بن x y 2≥ ≥   است.   ≤
يا هر دو فرد هستند، يا هـر دو زوج   yو  xي فرد بايد همواره زوج باشد پس  تعداد رئوس با درجه

  هستند:
xهر دو فرد باشند آنگاه  yو  x: اگر حالت اول y 3= ي درجات بـه ايـن صـورت     است و دنباله =

  خواهد بود:

5,5,4,3,3,2   
  كنيم: حكيمي، ترسيمي بودن اين دنباله را بررسي مي –با الگوريتم هاول 

,4,3  :  5حذف  2,2 ,1   
   2,1,1,0  :  4حذف 
   0,0,0   : 2حذف 

xاين دنباله، ترسيمي است. پس حالت  y 3=   قابل قبول است.   =

) حكم نادرستي است. پس جـواب تسـت   4ي ( شود كه گزينه در همين مرحله معلوم مي :توجهتوجهتوجهتوجه    �
  دهيم.  ) است. با اين حال براي كامل بودن پاسخ تشريحي، بررسي را ادامه مي4ي ( گزينه

  دهد: هاي مختلفي رخ مي هر دو زوج باشند، وضعيت yو  x: اگر حالت دوم
x y 2= xيا      = y 4= xيا      = 4, y 2= =  

xبجز دهد كه  هاول حكيمي نشان مي  اما استفاده از الگوريتم y 4=   ها ترسيمي نيستند.  آنبقيه  =
xبراي مثال ما وضعيت  yو  =4   كنيم: را بررسي مي =2

5,5,4,4,2, 2 4,3,3,1,1→   

2,2,0,0 1, 1,0→ → −   
  دهد اين دنباله ترسيمي نيست.   عدد منفي بوجود آمد كه نشان مي

xبه اين ترتيب تنها حالت ممكن همان  y 3= xو  = y 4= به  Gگراف ي درجات  است. دنباله =

  5حذف 

  2حذف   4حذف 
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5,5,4,4    اين صورت خواهد بود:    5,5,4,3,3,2يا  4,2,
  :2برابر است با مجموع درجات، تقسيم بر  Gهاي  تعداد يال

 e 5يا     =12 5 4 3 3 2
e 11

2

+ + + + +
= =   

 3,3kيا يكريخت بـا   5kيكريخت با قطعاً مسطح است. زيرا در آن زير گرافي  Gدر ضمن گراف 
موجـود باشـد. بـراي وجـود      4ي حداقل  رأس با درجه 5بايد لااقل  5kوجود ندارد. براي وجود 

3,3k  موجود باشد.  3رأس با درجه حداقل  6بايد لااقل  
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -42

  كنيم.  بررسي اويلري بودن و دو بخشي بودن بسيار ساده است. ابتدا اين دو ويژگي را بررسي مي
اويلري است اگر و تنها اگر همبنـد باشـد و همـه درجـات آن زوج      G: گراف بررسي اويلري بودن

  است.  4ها  ي رئوس آن هر دو اويلري هستند زيرا درجه همه 2Gو  1Gهاي  باشند. گراف
  دو بخشي است اگر و تنها اگر دور به طول فرد نداشته باشد.  G: گرافي بررسي دو بخشي بودن

  ها دو بخشي نيستند.  م از آنهستند پس هيچكدا 3هر دو داراي دور به طول  2Gو  1Gهاي  گراف
  توان دور هميلتوني پيدا كرد. به وضوح در هر دو گراف مي بررسي هميلتوني بودن:

ــراف  1دور  1Gدر گــ 2 3 4 7 8 5 6 1v v v v v v v v v    2هميلتــــوني اســــت و در گــــرافG  دور

1 2 3 4 5 6 7 8v v v v v v v v ي است.  هميلتون  
مانند هم بوده است.  2Gو  1Gهاي  ي ويژگي با توجه به آنكه تا اينجا همه بررسي يكريخت بودن:

و  1Gيختي زير را بين توانيد تابع يكر يكريخت باشند. با كمي دقت مي 2Gو  1Gرسد  به نظر مي

2G  1پيدا كنيد. در شكل زير تابع 2f :G G→ ي  با ضابطهi if (v ) w= :يك يكريختي است  

  
  ) صحيح است.  1ي ( ايزومورف) است، پس گزينهيكريخت ( 2Gبا  1Gبنابراين 

ي تغيير مبنا استفاده كنيد، زير گراف يكريخت  به بررسي مسطح بودن نيازي نداريم اما اگر از قضيه
  مسطح نيستند.  2Gو  1Gكنيد پس  پيدا مي 2Gو  1Gرا در هر دو گراف  3,3kبا 
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 ) صحيح است.3گزينه ( -43

  كنيم: ها را به صورت جداگانه بررسي مي گزينه
nبراي  nkاست و مسطح نيست. ( 5k) اين گزينه دقيقاً 1   نيست)   مسطح ≤5
عضوي تفكيك كنيد. به ايـن   3توانيد رئوس اين گراف را به دو بخش  ها مي آميزي رأس ) با رنگ2

nاسـت پـس مسـطح نيسـت. (     3,3kشويم كه اين گراف دقيقاً  ترتيب متوجه مي ,mk   كـه در آن
n mو  ≤3   مسطح نيست)   ≤3

  
رأس با  5بايد حداقل  5kنيست زيرا براي وجود  5k) اين گراف داراي زير گرافي يكريخت با 3

ود نـدارد  وج ـ 3,3kداشته باشيم كه چنين نيست. همچنين زير گرافي يكريخت با  4درجه حداقل 
داشته باشيم كه چنين نيست. پـس   3ي حداقل  رأس با درجه 6بايد حداقل  3,3kزيرا براي وجود 

  ) گرافي مسطح است.  3گزينه (
كافيسـت   5kاست پس مسطح نيست. براي يافتن  5k) اين گراف داراي زير گرافي يكريخت با 4

  را از گراف حذف كنيد: 3مطابق شكل رأس درجه 

  
         

 ) صحيح است.3گزينه ( -44

a}ي  هاي مجموعه هر كدام از زيرمجموعه ,b ,c}  اسـت.   1و  0تـايي مرتـب از ارقـام     3نظير يك
φ{}ي  معادل مجموعه (0,0,0)مثلاً  معـادل بـا    (0,1,0)و  {a}معـادل بـا    (1,0,0)است و  =
{b} عضوي  3ي  معادل با مجموعه (1,1,1). به همين ترتيب سه تايي مرتب{a ,b ,c}   .است  
Aامي كه هنگ B△ هاي  تك عضوي باشد، مجموعهA  وB   .فقط در يك عنصر با هم تفاوت دارنـد

Aهاي  مثلاً مجموعه {a ,b}=  وB {b}= (0,1,0)و  (1,1,0)هـاي مرتـب    كه معادل با سه تايي 
هستند فقط در يك عضو باهم تفاوت دارند و به همين دليـل مجـاور هسـتند. بـا ايـن توضـيحات       

G)3مكعب است −3دقيقاً همان گراف  Gبينيد كه گراف  مي Q )≃.  
  منتظم و مسطح است.  −3گرافي هميلتوني،  3Qطبق متن درس، گراف 

  ي فرد هستند.   اين گراف اويلري نيست زيرا رئوس آن از درجه
  مكعب را از متن درس مطالعه كنيد. −kهاي  تر، مبحث گراف براي اطلاعات كامل
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 ) صحيح است.4گزينه ( -45

 ∆كنيم كه  رأس در نظر بگيريد. يادآوري مي n دهيم. گرافي با تري از مسأله را شرح مي حالت كلي
  ي بيشترين درجه و كمترين درجه رئوس يك گراف هستند.  دهنده به ترتيب نشان δو 
nبرابر با  Gدر  vي  و درجه Gدر  v، مجموع درجه vدانيم كه براي هر رأس مانند  مي   است.   −1

G G
deg (v) deg (v) n 1+ = −   

(G)كمتر خواهد بود. حـالا اگـر    Gي آن در  بيشتر باشد، درجه Gدر  vي  هرچه درجه n 3∆ = − 
باشد يعني 

G
deg (v) n 3≤   پس: −

G G
deg (v) n 1 deg (v) 2= − − ≥   

يك درخت يا جنگل نيسـت   Gاست. به عبارتي  2حداقل برابر با  Gي رئوس در  ي همه پس درجه
  حداقل يك دور دارد.  Gشود كه  زيرا برگ ندارد. از اينجا معلوم مي

nي فوق، حالت خاصي از اين مطلب است كه در آن  مسأله   باشد.  مي =1385
         

 صحيح است.) 1گزينه ( -46

  كنيم: ها را به صورت جداگانه بررسي مي ارهگز
(A  اين حكم غلط است. البته عكس آن به شرط همبند بودنG   .درست است  

nي هر رأس حداقل  اگر درجه Gيعني در گراف همبند 

2
هميلتـوني خواهـد بـود.     Gباشـد آنگـاه    

  را مثال بزنيد.  5C) كافيست 1براي رد كردن گزينه (
(B  5اين گزينه هم با توجه به همان مثال نقضC 5شود.  رد ميC  رأس دارد  5هميلتوني است و

  هستند. البته عكس اين حكم صحيح است.   2اما همه رئوس آن درجه 
(C زيرا شرط همبند بودن  اين گزينه هم نادرست استG    را از قلم انداخته اسـت. اگـرG   همبنـد

  ي زوج باشند آنگاه اويلري خواهد بود.   باشد و تمام رئوس آن از درجه
(D با توجه به نادرست بودن ساير گزينه ) خواهد بود. اما اثبات درست بودن اين 1ها، پاسخ گزينه (

  قدري مشكل است.   حكم
باشد. در اين صورت  5ي هر رأس آن حداقل  رأسي باشد و درجه nبا  همبند Gفرض كنيم گراف 
  توان نامساوي زير را تشكيل داد: ها مي در مورد تعداد يال

5n n
e 3n

2 2 2
= ≥ = −   

nپس اگر تعداد رئوس،  eگيريم  باشد نتيجه مي <12 3n 6> كنـد كـه    ميو اين نامساوي ثابت  −
G   .مسطح نيست  

nاگر تعداد رئوس  دارد و  5kزير گرافي يكريخـت بـا    Gتوان نشان داد كه گراف  باشد مي ≥12
  در نتيجه نامسطح است.  

 مجموع درجات
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nبراي مثال اگر  است و نامسطح  6kدقيقاً  باشد، گراف موردنظر 5ي هر رأس  باشد و درجه =6
  خواهد بود.  

         
 ) صحيح است.4گزينه ( -47

، برابر است با تعداد 2ي درجات، تقسيم بر  دانيم كه مجموع همه كنيم. مي را تعيين مي xابتدا مقدار 
  ها: يال

4 4 2 2 x
7 x 2

2

+ + + +
= ⇒ =   

4,4,2,2ي درجات  پس گرافي با دنباله يال دارد. اين گراف به سادگي  7داريم كه در مجموعه  2,
  قابل رسم است.  

  
  ها بسيار ساده است.   اكنون بررسي گزينه

مسـطح اسـت    Gي درجات آن زوج هستند.  همبند است. همچنين اويلري است زيرا همه Gگراف 
  در آن وجود ندارد.  5kيا  3,3kزيرا هيچ زيرگرافي يكريخت با 

 zو  y , xهميلتوني نيست زيرا خيلي دوري هميلتوني وجود ندارد كه از همه رئـوس درجـه    Gاما 
  هستند عبور كند.   2كه درجه 

         
 ) صحيح است.2گزينه ( -48

در واقـع گـراف    ي فرد آن، زوج نيسـت.  ) اصلاً ترسيمي نيست زيرا تعداد رئوس درجه1ي ( گزينه
  اي با اين دنباله درجات وجود ندارد.   ساده

گيـر   حكيمـي وقـت   –ها، بررسي ترسيمي بودن با استفاده از الگـوريتم هـاول    در مورد ساير گزينه
eكنيم كه در هر گراف مسطح، بايد  است. اما از اين نكته استفاده مي 3n 6≤   باشد.   −

nد رئوس )، تعدا2در گزينه (   ها به اين صورت قابل محاسبه است:   است و تعداد يال =10
44

e 22
2 2

= = =   
eپس نامساوي  3n 6≤   برقرار است.   −

  ) اين نامساوي برقرار نيست.  4) و (3هاي ( اما در گزينه
  تواند صحيح باشد.  ) مي2پس فقط گزينه (

          
 ) صحيح است.2گزينه ( -49

aباشد (مثلاً  6خودش مضرب  aطبق تعريف داده شده، اگر  aيا  =6 aيا  =12  b) آنگـاه  =18

 مجموع درجات
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بـا   18و  12و  6خواهد بود. پس رئـوس   6مضرب  abتواند هركدام از رئوس ديگر باشد. زيرا  مي
رأس برابـر   3ي ايـن   درجه Gيعني در  Gي رئوس ديگر مجاور هستند. پس در گراف مكمل  مهه

  با صفر است. 
   گير باشد.   ها لازم نيست و ممكن است بسيار وقت ناهمبند است. بررسي ساير گزينه Gدر نتيجه 

         
 ) صحيح است.4گزينه ( -50

  روش كوتاه: 
) نادرسـت  2) و (1هـاي (  ي ثابت غيرصفر ندارد. پس گزينـه  اي رنگي هيچ گرافي جمله چند جمله

) 3اي رنگي، علامت جملات بايـد يكـي در ميـان تغييـر كنـد پـس گزينـه (        هستند. در چند جمله
  تواند صحيح باشد.  ) مي4نادرست است. فقط گزينه (

  روش كوتاه دوم: 
0λها  اگر تعداد رنگ 1λها  باشد يا تعداد رنگ = هـا   آميـزي رأس  باشد، هيچ راهي براي رنـگ  =

0λوجود ندارد پس با جايگذاري  1λو  = )Pبايد مقدار  = )λ ي  زينـه برابر با صفر باشد. فقط گ
  ) اين ويژگي را دارد. 4(

  
  : پاسخ تشريحي

نه درخت است و نه گراف كامل است. يال و رأس برشي هم نـدارد. بنـابراين يكـي از     4Cگراف 
eها مانند  يال ab= كنيم: ي زير استفاده مي را انتخاب كرده و از قضيه  

P(G , ) P(G ab, ) P(G.ab , )λ = − λ − λ   

  
Gگراف  ab−  يك درخت است و گرافG.ab   .يك گراف كامل است  

2P(G , ) ( 1)( 1)( 1) ( 1)( 2) ( 1) ( 1) 2 ⇒ λ = λ λ − λ − λ − + λ λ − λ − = λ λ − λ − + λ −  
   

  با انجام محاسبات داريم:
4 3 2P(G , ) 4 6 3λ = λ − λ + λ − λ   

         
 ) صحيح است.3گزينه ( -51

  د، به صورت:رأس دار nاي رنگي هر گراف كه  چند جمله

abolfazl gilak @abolfazlgilak rahian arshad



 499 ها  گراف  فصل هشتم:

 

n n 1 n 2
n 1 n 2 1P( ) a a ... a− −
− −λ = λ − λ + λ − ± λ   

  است.  

  ) نادرست است)  1بايد برابر با يك باشد. (پس گزينه ( nλضريب  -
0aي ثابت برابر با صفر است يعني  جمله -   ) نادرست است.  4است. پس گزينه ( =0

ها، بـه   است، در ساير گراف nλاي رنگي آن  ارد و چند جملهبه جزء گراف تهي كه هيچ يالي ند -
1λازاي  P(1)بايد  = آميزي كـرد.   توان گراف را رنگ باشد زيرا با داشتن فقط يك رنگ، نمي =0

  ) نادرست است.  3پس گزينه (
  يح باشد.  تواند صح ) مي3فقط گزينه (

         
 ) صحيح است.2گزينه ( -52

كه به صورت برشي به هم متصل هستند تشـكيل شـده اسـت پـس      3kگراف كامل  3از  Gگراف 
آميزي هر رأس را در كنـارش   ها براي رنگ توانيم از يك رأس دلخواه آغاز كنيم و تعداد انتخاب مي

  آيد: ي ضرب، تعداد كل حالات به دست مي ز قاعدهبنويسيم. در پايان با استفاده ا

63 2=          جواب  ×

         
 ) صحيح است.3گزينه ( -53

eها مانند  اين گراف داراي دور است اما گراف كامل نيست. يكي از يال ab=    را انتخـاب كـرده و
  كنيم: ي زير استفاده مي از قضيه

P(G , ) P(G ab, ) P(G.ab , )λ = − λ − λ   

  

P(G , ) ( 1)( 1)( 2)( 1) ( 1)( 2)( 1)λ = λ λ − λ − λ − λ − −λ λ − λ − λ −   

[ ]2 2 2( 1) ( 2) ( 1) 1 ( 1) ( 2)= λ λ − λ − λ − − = λ λ − λ −   
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هـا   اگر بدون استفاده از اين قضيه از روي همان گراف اوليه، بخواهيم تعداد انتخاب :توجه مهمتوجه مهمتوجه مهمتوجه مهم    �
ايم و ممكن است به جواب غلط برسيم. در واقع جوابمـان بسـتگي بـه     را بشماريم، دچار خطا شده

شامل دور  Gآميزي كنيم. اين كار غلط است. هرگاه  كند كه از كدام رأس شروع به رنگ ين پيدا ميا
  بود اما گراف كامل نبود، حتماً از قضيه فوق استفاده كنيد. 

         
 ) صحيح است.4گزينه ( -54

,cاگر رئوس گراف را به ترتيب با  b ,a  وd  .نشان دهيم  
  هاي گراف را رسم كرد.   توان يال هايي كه برابر با يك هستند مي درايهبا توجه به 

a b c d

a 1 1 0 0

b 0 0 1 1

c 0 1 0 0

d 0 0 1 0

 
 
 
 
 
 

  

  بينيم كه اين گراف همبند (متصل)، و مسطح و داراي دور است.   با رسم گراف مي 

  

گوييم اگـر بـدون در نظـر گـرفتن      را همبند (متصل) مي Gدار  طبق تعريف، گراف جهت :توجهتوجهتوجهتوجه    �
  ها، متصل باشد.  جهت يال

         
 سؤال داراي ايراد علمي است. -55

iفرد باشند  jو  iاگر  j+ شود پس  زوج ميija 0=.  
iاگر هر دو زوج باشند باز هم  j+ شود پس زوج ميija 0=.  

iو ديگري فرد باشد اما اگر يكي زوج  j+شود پس  فرد ميija   خواهد بود. =1
رئوس زوج وجود دارند و  Yرئوس فرد و در بخش  Xگرافي دوبخشي است كه در بخش  Gپس 
xهر  X∈  با هرy Y∈ .مجاور است  
nوج باشد مثلاً ز nاگر  |باشد آنگـاه  =1384 X | | Y | 692= اسـت كـه    692,692Kگـراف   Gو  =

 nها را دارد ولي اگـر   هستند. اما ساير ويژگي 3مسطح نيست چون هر دو بخش آن بزرگتر مساوي 
|فرد باشد آنگاه  X | | Y nبراي  مثلاً ≠|   داريم: =1385

| X | 693 , | Y | 692= =   
  پس گراف نه مسطح است نه منظم و نه هميلتوني.

  بود. جواب) 2شد گزينه ( داده مي nدر اين سؤال اگر شرط زوج بودن 
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 ) صحيح است.4گزينه ( -56

ي درجـات رئـوس گـراف     دهنـده  نشـان  2Aمـاتريس  ماتريس مجاورت باشد، قطر اصلي  Aاگر 
  است. بنابراين:

2e= 2مجموع قطر اصلي =مجموع همه درجاتA   
2ه درجات، يال است بنابراين مجموع هم 14اين گراف داراي  14 28×   است.   =

         
 ) صحيح است.1گزينه ( -57

با تعداد دورهـاي   3Aهاي قطر اصلي ماتريس  همانطور كه در متن درس آمده است، مجموع درايه
  ها) در رابطه است: (مثلث 3به طول 

3
tr(A )

6
  ها  تعداد مثلث =

3tr(Aگراف هيچ مثلثي ندارد پس اين  )   است.  =0
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -58

8بايـد از   8kتطابق كامـل در گـراف   
k 4

2
= هـا   يـال تشـكيل شـود. پـس تعـداد ايـن تطـابق        =

4

1 8!
105

4! 2
  است.   =

از فرمول  nkاند، در گراف  يال تشكيل شده kهايي كه از  : تعداد تطابقيادآوري
k

n!

k!2
بـه دسـت    

nآيد. تطابق كامل بايد شامل  مي
k

2
  زوج باشد.  nيال باشد و به شرطي وجود دارد كه  =

         
 ) صحيح است.3گزينه ( -59

,1گراف نردباني اگر رئوس رديف بالا به صورت طبق متن درس، در  2,..., n گذاري شوند،  شماره
1Fآيد. البته با اين مقادير اوليـه:   ي فيبوناتچي به دست مي هاي كامل از دنباله آنگاه تعداد تطابق 1= 

2Fو  2=.  

  
n n 1 n 2F F F− −= +   

  خواهيم: را مي 8Fدر اين مثال مقدار 

81, 2,3,5,8,13,21,34 F 34⇒ =   
         

 ) صحيح است.2گزينه ( -60

انتخـاب   3را شـامل باشـد.    aهاي مرتبط بـا   را در نظر بگيريد. تطابق كامل بايد يكي از يال aرأس 
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eوجود دارد. فرض كنيد يال  ab= هاي مرتبط بـه   را انتخاب كنيم. با حذف يالa  وb    بـه گرافـي
  رسيم كه در واقع يك گراف نردباني است.   مي

  
1,2هاي گراف نردباني كه رئوس رديف بـالاي آن   حالا تعداد تطابق باشـند از رابطـه بازگشـتي     3,

1Fفيبوناتچي با شرايط اوليه  2Fو  =1 3Fآيد. پس  به دست مي =2 1 2 3= +   است.  =
  ي ضرب داريم: با استفاده از قاعده

3 3 9= ×   هاي كامل  تعداد تطابق =
         

 ) صحيح است.3گزينه ( -61

آميزي كرد. يعني  رنگ، رنگ 2و تنها اگر بتوان آن را با دو بخشي است اگر  Gدانيم كه گراف  مي
  باشد.   2عدد رنگي آن برابر با 

  هايي از گراف دو بخشي هستند.  مثال 4Cها و دورهاي به طول زوج مانند  درخت
رنـگ نيـاز دارنـد پـس دو بخشـي       3آميزي بـه حـداقل    اي رنگبر 5Cدورهاي به طول فرد مانند 

  نيستند. 
n(kرأسي  nآميزي گراف كامل  براي رنگ رنگ نياز داريم يعني به تعداد رئـوس آن   nحداقل به  (

  ) حكم غلطي است.  3بينيد كه گزينه ( هاي مختلف لازم داريم. با اين توضيحات مي رنگ
         

 ) صحيح است.2ه (گزين -62

ها  ي همبند كه هركدام از آن مولفه kاي كه دور (حلقه) نداشته باشد يك جنگل است با  گراف ساده
eها و تعداد رئوس بـه صـورت    ي بين تعداد يال يك درخت هستند. در اين جنگل، رابطه n k= − 

  شود.   بيان مي
kطبق صورت سوال  eاست پس:  =10 n 10= دانيم كه در هر گراف ساده، تعداد  . از طرفي مي−

100ها برابر با نصف مجموع درجات رئوس است. پس  يال
e 50

2
=   در نتيجه:  =

50 n 10 n 60= − ⇒ =   
         

 ) صحيح است.2گزينه ( -63

nبـه صـورت    رأس nاي رنگي يـك درخـت بـا     چند جمله 1P( ) ( 1) −λ = λ λ تعـداد   λاسـت.   −
)Pدهد و  هاي موجود را نشان مي رنگ )λ آميزي رئـوس اسـت. بـا     تعداد حالات ممكن براي رنگ
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nجايگذاري  3λو  =20 19P(3)  داريم: = 3 2= ×   
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -64

رأس درجه يك است. در هر گراف سـاده، مجمـوع همـه     mو  4رأس درجه  nاين درخت داراي 
4n  هاست پس: برابر تعداد يال 2درجات برابر با  m 2e+ =   

eس: ها يكي كمتر از تعداد رئوس است پ از طرفي در هر درخت، تعداد يال n m 1= + با توجـه   −
  به اين دو معادله داريم: 

4n m 2(n m 1) m 2n 2+ = + − ⇒ = +   
  : روش كوتاه

nاگر  داشته باشـيم، تعـداد رئـوس     4باشد يعني فقط يك رأس درجه  =1
mدرجه يك برابر با    ) صحيح است.  1خواهد بود. پس فقط گزينه ( =4

         
 ) صحيح است.4گزينه ( -65

ي مسـيرها در درخـت    شوند پس در واقع تعداد همـه  كوتاهترين مسيرها هم از يك يال تشكيل مي
T خواهيم. در هر درخت با  را ميn       رأس، بين هر جفت از رئوس دقيقـاً يـك مسـير داريـم پـس

nتعداد كل مسيرها برابر با 

2

 
 
 

  است.   

10 10 9
n 10 45

2 2

  ×
= ⇒ = = 

 
   

         
 ) صحيح است.1گزينه ( -66

ي آن يـك   ي همبنـد دارد و هـر مولفـه    مولفـه  kفاقد دور است پس يك جنگل است كه  Gگراف 
eدرخت است. در اين گراف  n k=   خواهد بود.   −

n 1387 , k 421 e 1387 421 966= = ⇒ = − =   
         

 ) صحيح است.4گزينه ( -67

eرأسي، همبند باشد، حداقل بايد يك درخت باشد يعنـي حـداقل بـه     nبراي آنكه گراف  n 1= − 
  يال نياز داريم. 

6داراي  6kگراف كامل  5
15

2

×
يـم تـا گـراف را    هـا نيـاز دار   تا از آن 5يال است، ما حداقل به  =

  توان حذف كرد.  يال را مي 10همبند نگه داريم. پس حداكثر 
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -68

,1هاي  رأس را با شماره nفرض كنيد  2,..., n دار، در واقـع   ايم. هر درخـت برچسـب   برچسب زده
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nهاي فراگير گراف كامل برابر با  د درختاست. تعدا nkيك درخت فراگير از گراف  2n   است.   −

  گير است.   توان به جواب رسيد اما اين كار وقت ها هم مي با امتحان كردن گزينه :توجهتوجهتوجهتوجه    �
         

 ) صحيح است.3گزينه ( -69

ند. در اين حالت ها داراي دور نباش آيد كه هيچكدام از مولفه ها وقتي به دست مي كمترين تعداد يال
mهايش  رأس است و تعداد يال nمولفه و  kيك جنگل با  Gگراف  n k= خواهد بود. پـس در   −

mحالت كلي  n k≥   است.   −
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -70

  عضوي است.   4يال كه رأس مشترك نداشته باشند يك تطابق  4هر مجموعه از 

nاز فرمول  nPعضوي در  kهاي  طبق متن درس، تعداد تطابق اول:روش  k

k

− 
 
 

  آيد. به دست مي 

10 4 6

4 4

−   
= =   
   

  جواب  

 يـال را طـوري انتخـاب كنـيم كـه      4خـواهيم   يال است. مـا مـي   9رأس و  10داراي  10P: توضيح
ها يكسان هستند). حالا  گيريم (يال يال را در يك رديف در نظر مي 5هيچكدام مجاور نباشند. ابتدا 

هـاي انتخـاب شـده     يال ديگر را در محل 4محل را انتخاب كرده و  4يال،  5قبل، بعد و مابين اين 

6دهيم. به همين دليل تعداد حالات ممكن  قرار مي

4

 
 
 

  است.  

  كنيم. گذاري مي ها را مطابق شكل شماره يال روش دوم:

  
تـايي   4خـواهيم   عدد از اين اعداد اسـت كـه مجـاور نباشـند. بـه عبـارتي مـي        4هدف ما انتخاب 

(a ,b ,c ,d)   :1  را پيدا كنيم كه a b c d 9≤ < < < ≤   
  د.  واحد اختلاف داشته باشن 2و اعداد انتخاب شده، حداقل 

كنـيم. بـه همـين     ، هركدام يك واحد كم ميaبراي رسيدن به فرم استاندارد، از اعداد سمت راست 
  كنيم.   ، يك واحد كم ميbترتب از اعداد سمت راست 

  دهيم و در نهايت خواهيم داشت: اين كار را ادامه مي

1 a b 1 c 2 d 3 6≤ < − < − < − ≤   

,...,1,2}ي  عدد از مجموعه 4تخاب ايم و تعداد ان اكنون به فرم استاندارد رسيده 6برابـر بـا    {6

4

 
 
 

 

  است.  
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 ) صحيح است.4گزينه ( -71

eهايش  رأسي است پس بايد تعداد يال 9اين درخت داراي  9 1 8= − باشـد. از طرفـي مجمـوع     =
  در نتيجه: ها است  برابر تعداد يال 2درجات برابر با 

4 r s 2 t 1 1 1 1 2(8) r s t 6+ + + + + + + + = ⇒ + + =   

4در ضمن طبق صورت سوال بايد  r s 2 t 1≥ ≥ ≥ ≥ باشـد پـس دو حالـت بـراي ايـن مقـادير        ≤
r)  ممكن است: ,s , t) (2, 2, 2)=   

(r ,s , t) (3, 2,1)=   
rدر هر دو حالت  t 4+   است.   =

         
 حيح است.) ص3گزينه ( -72

) هركدام شرط لازم و كافي براي درخت بودن يك گراف هستند. (مـتن  4) و (2) و (1هاي ( گزينه
  درس را مطالعه كنيد). 

P) نادرست است براي مثـال گـراف زيـر داراي    3گزينه ( Pرأس و  =5 1 4− يـال اسـت امـا     =
  درخت نيست:  

  
         

 ها نادرست هستند. مه گزينهه -73

cها) پـس   ي رئوس، برابر با يك است (برگ در هر درخت، كمترين درجه خواهـد بـود. ايـن     =1
هاسـت در   برابر تعداد يـال  2ي درجات همواره  يال دارد. همه 9رأس است پس  10درخت داراي 

  نتيجه: 
c 1

a 3b 6c 2 9 a 3b 12
=+ + = × → + =   

aاينكه  با توجه به b 1≥   حالت زير را خواهيم داشت: 3است،  ≤

   a 9 , b 1= = ⇒   

  برگ  9و  9درختي با يك رأس درجه 

    a 6 , b 2= = ⇒   

  برگ  6و  2رأس درجه  3، 6درختي با يك رأس درجه 
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   a 3, b 3= = ⇒   
  برگ  6و  3درجه رأس  4درختي با 

  ها نادرست هستند.  ي گزينه بينيد كه همه به اين ترتيب مي
         

 
 ) صحيح است.3گزينه ( -74

آميزي رآسي خواسته شده از نوع استاندارد نيست. وقتي از يـك رنـگ در رأس    دقت كنيد كه رنگ
V كنيم، تا دو گام حق استفاده از آن رنگ را نداريم.  استفاده مي  

را  bتـا   aبيشتر درخت را به اين صـورت در نظـر بگيريـد و ابتـدا مسـير مسـتقيم از       براي راحتي 
هاي رديف پايين برويد. تعداد حالات ممكن بـراي هـر رأس    آميزي كنيد. سپس به سراغ برگ رنگ

  ايم.   را كنارش نوشته

  
9 114 3 2 3 2= × × =   جواب  ×

         
 ) صحيح است.4گزينه ( -75

n(Cكنيم  يادآوري مي ) nτ با يك رأس برشـي بـه هـم متصـل      3Cدور  4است. در اين گراف  =
  توانيم تعداد درختان فراگير را در هم ضرب كنيم: هستند پس مي

3 2 3 3(G) (C ) (C ) (C ) (C ) 3 3 3 3 81τ = τ τ τ τ = × × × =   
         

 ) صحيح است.4گزينه ( -76

كه به صورت برشي به هم متصل هستند تشـكيل   3Cو يك دور  4kاز يك گراف كامل  Gگراف 
    شود. بنابراين داريم: مي

4 2
3 4(G) (C ) (k ) 3 4 48−τ = τ τ = × =   

n(C: يادآوري ) nτ nو  = 2
n(k ) n −τ =   

         
 ) صحيح است.4گزينه ( -77

تشكيل شده كه بـا رئـوس برشـي بـه هـم متصـل        3Cو  4Cو  4Cو  3Cاز دورهاي  Gگراف 
  توانيم تعداد درختان فراگير را در هم ضرب كنيم: اند. در اين حالت مي شده

3 4 4 3(G) (C ) (C ) (C ) (C ) 3 4 4 3 144τ = τ τ τ τ = × × × =   
         

abolfazl gilak @abolfazlgilak rahian arshad



 507 ها  گراف  فصل هشتم:

 

 ) صحيح است.1( گزينه -78

nداراي  nkگراف  2n ها باهم يكريخت هستند. اگـر تعـداد    درخت پوشا است اما بسياري از آن −
  ها توجه كنيم.  درختان غيريكريخت را بخواهيم بايد به ساختار آن

هـا غيريكريخـت هسـتند. سـاير      تـا از آن  6است اما فقـط   46، تعداد درختان پوشا 6kدر گراف 
  شوند: ها يكريخت مي درختان پوشا، با يكي از اين

  
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -79

ك يال مشترك بـه هـم متصـل شـده     با ي mCو  nCي  كنيم كه اگر دو دور ساده ابتدا يادآوري مي
nmباشند، تعداد درختان فراگير برابر با    است.   −1

eدر اين گراف اگر يال  ab=     3را حـذف كنـيم، دورهـايC  4وC       بـا يـك يـال مشـترك بـاقي
  بايد گراف حاصل از انطباق اين و رأس را هم بررسي كنيم. مانند. البته  مي

(G) (G ab) (G.ab)τ = τ − + τ   

  
Gگراف  ab−  3ازC  4وC    با يك يال مشترك تشكيل شـده پـس(G ab) (3)(4) 1 11τ − = − = 

برشي است، در سمت راست آن دو درخت فراگير و در سـمت چـپ آن    aرأس  G.abدر گراف 
(G.ab)درخت فراگير وجود دارد پس  5 2 5 10τ = ×     به اين ترتيب داريم: =

(G) 11 10 21τ = + =   
         

 ) صحيح است.1گزينه ( -80

ينيم چند درخـت پوشـاي غيريكريخـت    خواهيم بب خواهيم بلكه مي تعداد كل درختان فراگير را نمي
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  توان يافت.   مي
شويم كه دو حالت بيشتر وجود ندارد. اگر درخت فراگيـر داراي يـك رأس    مي  با كمي دقت متوجه

 2Tباشد، بـا   3ي رئوس درخت، كمتر از  ي همه يكريخت است و اگر درجه 1Tباشد، با  3درجه 
  شود.   يكريخت مي

  
  شود.   هر درخت فراگير ديگر با يكي از اين دو درخت، يكريخت مي

         
 ) صحيح است.1گزينه ( -81

بـرگ در عمـق    2گيريم. اگر اين درخـت دقيقـاً داراي    ي درخت را در سطح صفر در نظر مي ريشه

1آنگاه    يك باشد:  1
W(x) 1

2 2
= + =∑   

بـراي   W(x)آنگـاه بـازهم مجمـوع     داشته باشـد:   2ر عمق برگ د 4اگر دقيقاً 

1ها برابر  برگ 1 1 1
1

4 4 4 4
+ + +   است. =

آنگـاه ايـن     داشـته باشـد،   2بـرگ در عمـق    3اما اگر درخت كامل نباشد و مثلاً 

1شود:  مجموع كمتر از يك مي 1 1
1

4 4 4
+ + <.  

W(x)يـم  ي درختـان دودويـي دار   : براي همـه نتيجه W(x)و تسـاوي   ∑≥1 فقـط بـراي   ∑=1

  دهد.  درختان دودويي كامل رخ مي
         

 گزينه صحيح وجود ندارد.   -82

توان حداكثر ارتفاع درخت را تعيين كـرد. بـراي    هاي يك درخت دودويي نمي با داشتن تعداد برگ
hتوان درخت دودويـي بـا ارتفـاع دلخـواه      باشد مي ℓ=3ها  مثال اگر تعداد برگ را بـه ايـن    ≤2

  صورت در نظر گرفت:

x برگ  

x برگ  x برگ  
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  ها نادرست هستند.  پس گزينه

) صـحيح خواهـد بـود.    1ي ( ي (حداقل) استفاده كنيم، گزينه توضيح: اگر به جاي (حداكثر) از واژه
2logبرگ دارد برابر با  ℓكه حداقل ارتفاع يك درخت دودويي   ℓ   .است  

150
2

h log 8 ≥ =  
   

)2log 128 2logاست پس  =7   است)   8تا  7عددي اعشاري بين  150
         

 ) صحيح است.3گزينه ( -83

 5Kيـا   3,3Kشويم كه زير گرافي يكريخت بـا   ن گراف، متوجه ميي درجات اي با توجه به دنباله
ي  رأس بـا درجـه   6بـه حـداقل    3,3Kدر آن وجود ندارد. علت اين امر آن است كه براي وجود 

 نياز داريم.  4ي حداقل  رأس با درجه 5به حداقل  5Kنياز داريم و براي وجود  3حداقل 

گرافـي مسـطح    Gوجـود ندارنـد پـس     5Kو  3,3Kهـاي   زيـر گـراف   Gحالا كـه در گـراف   
  شدني) است.   (مسطح

  : پاسخ تكميلي
را  Gها بهترين كار آن است كـه گـراف    براي رد كردن ساير گزينه

 داريم كه به همه رئوس ديگر متصل 8رسم كنيم. يك رأس درجه 
ها هستند. ساير رئوس هم  رأس درجه يك داريم كه برگ 4است. 

مطابق شكل هستند. اين گراف شـامل مثلـث (دور بـه طـول فـرد)      
  است پس دو بخشي نيست.  

  ندارد.  5دور به طول  Gشود.  برشي است زيرا با حذف آن، گراف ناهمبند مي 8ي  رأس درجه
        

 ) صحيح است.1گزينه ( -84

داريم  3يال با وزن  20رأس ديگر در اطراف آن قرار دارند.  20در وسط داريم و  0vيك رأس 
  حالت).  20ها بايد انتخاب شود. ( كه فقط يكي از آن

  حالت).   10ها بايد حذف شود ( داريم كه فقط يكي از آن 2يال با وزن  10
  ها اجباري است.   فراگير حضور داشته باشند و حضور آنهاي با وزن يك همه بايد در درخت  يال

20 10 200= ×  جواب=

         
 ) صحيح است.2گزينه ( -85

G  مكعب است.   −5همان گراف  
52برابر با  Gتعداد كل رئوس  رأس ديگر مجاور است. براي  5است. هركدام از رئوس با  =32
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مجاور است. پـس   11110و  11101و  11011و  10111و  01111با رئوس  11111مثال رأس 
  است.   5ي هر رأس برابر با  درجه

32

i
i 1

1 1
deg(v ) (32 5) 80

2 2=
= = ×   ها  تعداد يال ∑=

 مكعب را از متن درس مطالعه كنيد.  −kهاي  توضيحات تكميلي در مورد گراف

         
 ) صحيح است.4گزينه ( -86

eاگر يال است.  ) درست1گزينه ( (a,b)=         را حـذف كنـيم و گـراف ناهمبنـد نشـود پـس مسـير
Pوجود دارد پس  bبه  aاز  Pديگري مانند  e+  .توجه شما را به شكل زيـر جلـب   يك دور است

  كنيم.   مي

  
يك پل (يال برشي) نيسـت. علـت ايـن امـر آن      1eشود پس  ناهمبند نمي G، گراف 1eبا حذف 
  در يك دور شركت دارد.  1eاست كه 

در هيچ دوري شركت ندارد و به همين علت يـك   2eشود.  ناهمبند مي Gگراف  2eاما با حذف 
  يال برشي است.  

) هـم  2هـاي برشـي هسـتند. پـس گزينـه (      يك يال برشي باشد، رئوس دو سر آن هم رأس eاگر 
  درست است.  
 تواند رأس برشي داشته باشد امـا يـال برشـي نداشـته باشـد بـراي مثـال در گـراف         البته گراف مي

  ،v ) غلط است.  4رأس برشي است اما يال برشي نداريم. پس گزينه (  

  ) درست است.  1) هم طبق توضيحات مربوط به گزينه (3گزينه (
  : بندي جمع

1 (e  .يال برشي (پل) است اگر و تنها اگر در هيچ دوري شركت نداشته باشد  
يال برشي موجود باشد آنگاه رأس برشي هم وجود دارد. امـا عكـس ايـن مطلـب صـحيح      ) اگر 2

 نيست.  

         
 ) صحيح است.2گزينه ( -87
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يـال  اجبـاري اسـت. وقتـي     abاست پس انتخاب  abدر تماس است يال  bتنها يالي كه با رأس 
ab هاي ديگر متصل به  ي يال كنيم همه را انتخاب ميa  وb كنيم. حالا انتخـاب   را حذف ميcd 
  اجباري است. efو 

efتخاب يال هاي پس تا اينجا متوجه شديم كه ان ,cd ,ab  هـاي ديگـر    ي يـال  اجباري است. همـه
  مرتبط با اين رئوس را حذف كنيد. 

 اسـت پـس   3برابـر بـا    4Kهاي كامل در گراف  ماند. تعداد تطابق باقي مي 4Kدو گراف مجزاي 
3هاي كامل در گراف موردنظر  تعداد كل تطابق 3 9×   است.   =

2nگراف  يادآوري: 1K برابـر بـا    2nKهـاي كامـل گـراف     تطابق كامل ندارد، اما تعـداد تطـابق   +
1 3 5 ... (2n 1)× × × ×  است.   −

         
 ست.) صحيح ا2گزينه ( -88

است. بيشـترين تعـداد    2Gو  1Gي همبندي  ناهمبند است پس حداقل داراي دو مولفه Gگراف 
هـا   باشند. پس كافيست به اين حالتدو گراف كامل  2Gو  1Gآيد كه  ها هنگامي به دست مي يال

  فكر كنيم:

1K  5وK �  5ها:   تعداد يال 4
0 10

2

×
+ =          2K  4وK �  4ها:  تعداد يال 3

1 7
2

×
+ =   

3K  3وK �  3ها:   تعداد يال 3 6+ =   

و يـك رأس تنهـا داشـته     5Kآيد كـه يـك گـراف     ها هنگامي به دست مي پس بيشترين تعداد يال
 باشيم.

         
    ) صحيح است. 2گزينه ( -89

ها شـامل دوري بـه    هر دو دوبخشي باشند بايد كاري كنيم كه هيچكدام از آن Gو  Gبراي آن كه  
  ضلعي، ...) نباشند.  5طول فرد (مثلث، 

توانيد  شامل دوري به طول فرد هستند اين را مي Gو  Gرأس يا بيشتر، همواره  5هاي با  در گراف
  رأسي متوجه شويد.  5هاي  گرافبررسي با 

  كنيم.  رأسي هستند جستجو مي 4يا  3،  2هايي كه  بنابراين فقط در بين گراف
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  اند.  ها هر دو دوبخشي ها و مكمل آن هايي هستند كه خود آن گراف، گراف 7اين 
         

    ) صحيح است. 3گزينه ( -90
Hنگاه زير گـراف  باشد آ Eهاي  و مجموعه يال Vگرافي با مجموعه رئوس  Gاگر   (V ,E )′ را  =′

Vالقايي گوييم هرگاه  V′ Eباشـد و   ⊇ E (V V )′ ′ ′= ي  شـامل همـه   ′Eتـر   . بـه بيـان سـاده   ∩×
  است.   ′Vها عضو  باشد كه دو سر آن Gهايي از  يال

برابـر باشـد. بـراي سـاير      Gممكـن اسـت بـا     Hشوند زيرا  ) به سرعت رد مي2) و (1هاي ( گزينه
  باشد.  cو  b , aزير گراف القايي شامل رئوس  Hرا در نظر بگيريد. فرض كنيم  Gها گراف  گزينه

  
Gعبارتند از  Gي رئوس  بيشترين و كمترين درجه 3∆ Gو  = 1δ =   

Hعبارتند از  Hبيشترين و كمترين درجه رئوس  2∆ Hو  = 2δ =   
  ) جواب است.  3) نادرست است و گزينه (4بنابراين گزينه (

         
    ) صحيح است. 4گزينه ( -91
  ها باشد.  تعداد يال eتعداد رئوس و  nفرض كنيم  

eاگر  n 1≤ ممكن است يك درخت يا جنگل باشـد و هـيچ دوري نداشـته     Gباشد آنگاه گراف  −
  باشد.  

eاگر  n 1> eباشد آنگاه حداقل به اندازه  − (n 1)− دور خواهد داشـت. بـراي مثـال در حالـت      −
e n=  حداقل يك دور و در حالتe n 1=   وجود دارد.  Gدور در  2حداقل  +

nدر اين سوال  eو  =20   است پس حداقل تعداد دورها برابر است با:   =30
e (n 1) 30 19 11− − = − =   

         
 ) صحيح است. 1گزينه ( -92

سه تا از رئوس اين گراف باشند. اگر هر جفت از اين رئوس به هـم متصـل    cو  b,aفرض كنيم 
aباشند، بايد  b−  ،a c−  وb c−  اول باشند. اما اين امكان ندارد زيرا حداقل يكـي   34نسبت به

bفـرد باشـند،    cو  bزوج و  aبود. براي مثـال اگـر   ها، عددي زوج خواهد  از اين اين تفاضل c− 
bشود پس  عددي زوج مي c−  شوند. در ساير حالات هم همـواره   پذير مي بخش 2هر دو بر  34و

  دهد.  حداقل يك تفاضل زوج رخ مي
  د ندارد. وجو Gبينيم كه هيچ مثلثي در گراف  با اين توضيحات مي
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    ) صحيح است. 3گزينه ( -93
ي درجات داده شده را رسـم كـرد.    با دنباله Gتوان به سادگي گراف همبند  )، مي1در مورد گزينه ( 

هم رئوس مياني را  2و يك رأس درجه  3رأس درجه  3رأس درجه يك (برگ) دارد.  5اين گراف 
  ) نادرست است.  1دهند. پس گزينه ( تشكيل مي

  
رأس كه همگي درجـه   4باشند و گرافي با  4رأس كه همگي درجه  5)، گرافي با 2زينه (در مورد گ

 4kو  5kي  از دو مولفـه  Gهسـتند. گـراف    4kو  5kهـا همـان    باشند وجود دارد. اين گراف 3
  ) نادرسـت  2ي درجـات وجـود دارد. گزينـه (    شود. پس گرافي ناهمبنـد بـا ايـن دنبالـه     ل ميتشكي

  است.  

  
)، از آنجا كه تعداد درجات فرد، فرد است پس گرافي با اين دنباله درجات وجود 4در مورد گزينه (

  ) نادرست است.  4ندارد. گزينه (
است پـس رأسـي    7ها  ي يكي از آن رأس است. درجه 8) درست است. اين گراف داراي 3گزينه (
داريم كه به همه رئوس ديگر متصل است. بنابراين اگر ايـن گـراف بخواهـد دو بخشـي      1vمانند 
گيرند. در نتيجه ساير رئـوس نبايـد    در يك بخش و ساير رئوس در بخش ديگر قرار مي 1vباشد، 

  ي ساير رئوس بايد يك باشد. در حالي كه اينطور نيست.   يه باشند. يعني درجهبا يكديگر همسا
  پس گرافي دو بخشي با اين دنباله درجات وجود ندارد. 

  
         

    ) صحيح است. 2گزينه ( -94
هـا بـا رعايـت شـرط داده شـده،       دار كـردن يـال   توانيم  با رسم چنـد گـراف و وزن   : ميروش اول 

  ها هستند: دو نمونه از اين گراف 2Gو  1Gهاي  ايي كنيم. گرافهاي غلط را شناس گزينه
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هـا زوج اسـت،    دور به طول فرد دارد پس دوبخشي نيست. تعـداد رئـوس ايـن گـراف     1Gگراف 
) رد 4) و (3) ، (1هـاي (  . بنابراين فقط با توجه به اين دو مثال، گزينهتطابق كامل ندارد 2Gگراف 

  تواند صحيح باشد.   ) مي2شوند. فقط گزينه ( مي
ــيم  روش دوم: ــرض كن ــوس   Gف ــا رئ ــي ب 1گراف 2 nv , v ,...., v ــال ــد. وزن ي ــا  باش ــاي آن را ب ه

k 2 1e ,...., e ,e دهيم. فرض كنيم  نشان ميiw هـاي مـرتبط بـا     مجموع وزن يالiv    باشـد. طبـق
i(1صورت سوال داريم  i n) w 1≤ ≤   در نتيجه: =

1 2 nw w .... w n+ + + =   
شوند زيرا هر يـال داراي يـك ابتـدا و     ها دو بار در اين مجموع محاسبه مي از طرفي هركدام از يال

  ك انتها است. در نتيجه:ي
n .1زوج است 2 k 1 k2e 2e .... 2e n 2(e ..... e ) n+ + + = ⇒ + + = ⇒   

         
    ) صحيح است. 4گزينه ( -95

) به 1ي ( دار است. گزينه ي يك يال جهت دهنده در ماتريس مجاورت نشان 1هاي  هركدام از درايه 
اشـت.  در اين حالت تطابق كامـل نخواهـد د   Gفرد باشد و  nشوند زيرا ممكن است  سادگي رد مي

n(هر تطابق كامل بايد شامل 

2
  يال مجزا باشد.)   

اصلاً شـامل هـيچ    Gتوان به سرعت رد كرد زيرا ممكن است گراف  ) را هم مي3) و (2هاي ( گزينه
  دوري نباشد.  
نيم. تر ك ) تنها گزينه منطقي است. با اين حال بهتر است با يك مثال موضوع را روشن4پس گزينه (
  گراف زير باشد: Gفرض كنيم 

4 4

0 1 0 1

1 0 1 1
A

0 1 0 1

1 1 1 0

×

 
 
 =
 
 
 

         

 ijمنظور ما از هيچكدام سطر و ستون مشتركي نداشته باشند.  كنيم كه انتخاب مي 1ي  درايه 4اكنون 
  است. ijaي  درايه

  شود.  ايجاد مي را انتخاب كنيم دور   12 , 23 , 34 , 41اگر 
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شـود. پـس    ايجاد مـي       را انتخاب كنيم دو مسير دورأسي مجزاي 12 , 21 , 34 , 43اگر 

  ) درست است.  4گزينه (
         

    ها صحيح نيست.  هيچكدام از گزينه -96
2kهاي درخت حداقل  برگ باشد، تعداد رأس kدرختي دودوئي با  Tاگر   اسـت امـا حـداكثر     −1

kي مثال در شكل زير درختي دودوئي با ندارد. برا توان  برگ داريم كه تعداد رئوس آن را مي =2
  تا هر اندازه دلخواه افزايش داد زيرا ارتفاع اين درخت به دلخواه قابل افزايش است. 

  

درختي  Tهاي درخت، حداقل چندتاست. اگر  منظور طراح سوال آن بوده كه تعداد رأس :توجهتوجهتوجهتوجه    �
درخت دودوئي كامل باشد. در  Tآيد كه  ها هنگامي به دست مي برگ باشد، حداقل تعداد رأس kبا 

kبرگ و  kاين صورت  2kرأس مياني داريم پس تعداد كل رئوس  −1   خواهد بود.   −1
         

    ) صحيح است. 2گزينه ( -97
  ها هستند: اين hشروع از با  DFSهاي  درخت 

habcdefg  ,  habcdgfe  
hcbadefg  ,  hcbadgfe  
hcdefgba  ,  hcdgfeba  

         
    ) صحيح است. 3( گزينه -98

aتساوي   a b b c c 1′ ′ ′− + − + − a)ي آن است كـه رئـوس    دهنده نشان = , b ,c) و(a , b ,c )′ ′ ′ 
ها  يكي از مولفه 2و  1هم به اندازه يك واحد باهم اختلاف دارند. اگر اعداد فقط در يك مولفه آن 

و  0توان يك واحد كاهش داد. اما ارقـام   ها را يك واحد افزايش داد و هم مي توان آن باشند، هم مي
به اين  Gي رئوس گراف  توان افزايش يا كاهش داد. به همين دليل درجه را فقط از يك طرف مي 3

  شوند: عيين ميترتيب ت
 6ي ايـن رئـوس برابـر بـا      استفاده شده است. درجـه  2و  1ها فقط از ارقام  رأس داريم كه در آن 8

  است.  
ي ايـن   هسـتند، درجـه   2يـا   1ي ديگـر   دو مولفـه  3يا  0ها  ي آن رأس داريم كه فقط يك مولفه 24

  است.   5رئوس برابر با 
ي ايـن   اسـت. درجـه   2يا  1ي ديگر  و يك مولفه 3يا  0ها  هاي آن رأس داريم كه دو تا از مولفه 24

  است.   4رئوس برابر با 
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  است.  3ي اين رئوس برابر با  هستند. درجه 3يا  0ها  هاي آن رأس داريم كه همه مولفه 8

i
1 1

e deg(v ) (6 8 5 24 4 24 3 8) 144
2 2
= ∑ = × + × + × + × =   

         
    ) صحيح است. 1گزينه ( -99

ijaهر دو زوج باشند آنگاه  jو  iاگر   ijaهر دو فرد باشند باز هم  jو  iاست. اگر  =0 است.  =0
iها زوج و ديگري فرد باشد آنگاه  اما اگر يكي از آن j− ي تقسـيم آن   عددي فرد است و باقيمانده

ijaبرابر با يك است، در اين حالت  2بر    واهد بود.  خ =1
 Xقابـل تفكيـك هسـتند.     Yو  Xبـه دو بخـش    Gبينـيم كـه رئـوس گـراف      با اين توضيحات مي

را بـه   Xحتماً عضـوي از   Gي رئوس فرد است و هر يال از  مجموعه Yي رئوس زوج و  مجموعه
Xگرافـي دو بخشـي اسـت. در ضـمن      Gكند. پس  متصل مي Yعضوي از  Yو  =696 696= 

ي رئـوس   ي همـه  است. اين گراف منظم است زيرا درجه 696,696Kگراف دو بخشي  Gبنابراين 
nمسطح نيست زيرا گراف  Gبه وضوح همبند است. اما  Gاست.  696آن  ,mK   كـه در آنn 3≥ 
mو    ، مسطح نيست.  ≤3

         
    ) صحيح است. 1گزينه ( -100

تـرين يـا    ي (كوچكترين) در اينجا درسـت نيسـت و منظـور طـراح سـوال، سـبك       استفاده از واژه 
  ترين درخت فراگير بوده است.   هزينه كم

تـوان بـه يـك درخـت فراگيـر       اي كه گراف ناهمبنـد نشـود، مـي    هاي سنگين به گونه با حذف يال
بايد حذف شـوند. در ايـن مـورد انتخـابي وجـود نـدارد و        3هاي به وزن  زينه رسيد. تمام ياله كم

توان حـذف كـرد    را نمي 2به وزن هاي  ي بعد، هيچكدام از يال ها الزامي است. در مرحله حذف آن
  شود. پس در اين مورد هم انتخابي وجود ندارد.  ها باعث ناهمبندي مي زيرا حذف آن

  انتخاب مختلف وجود دارد.  6، يكي را بايد حذف كنيم. پس 1به وزن يال  6از بين 
         

    ) صحيح است. 4گزينه ( -101
همبند باشد، يك مدار اويلـري دارد   Gزوج است، بنابراين اگر گراف  Gي رئوس در  ي همه درجه 

توانيم  پس ميهاي همبندي آن، داراي مدار اويلري هستند.  و اگر هم ناهمبند باشد، هركدام از مولفه
را به صورت يك دور يا اجتماع مجـزاي چنـد دور، افـراز كنـيم. پـس       Gهاي  ي همه يال مجموعه
  ) صحيح است.  4گزينه (

  ها:   بررسي ساير گزينه
  ها زوج است توجه كنيد: رئوس آن ي همه  به چند گراف كه درجه
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  دو بخشي نيستند.  1G) درست نيست زيرا دورهاي به طول فرد مانند 1گزينه (
ناهمبند باشـد. امـا    2G) درست نيستند زيرا گراف موردنظر ممكن است مانند 3) و (2هاي ( گزينه

  ) صحيح است.  4ها، گزينه ( ي اين گراف در مورد همه
         

    ) صحيح است. 2گزينه (  -102
همبند اسـت و در   Gهاي آن هستند. گراف  رئوس و تعداد يال به معناي تعداد Gي  مرتبه و اندازه 

nآن  e 6= را بـا   Gتوانيم انـواع حـالات گـراف     است پس دقيقاً شامل يك دور خواهد بود. مي =
  بندي كنيم: در آن وجود داشته باشد، طبقه 6يا  5يا  4يا  3توجه به آن كه دوري به طول 

  
  ها يكريخت است.   يال داشته باشد، با يكي از اين گراف 6رأس و  6گر كه هر گراف همبند دي

         
    ) صحيح است. 3گزينه ( -103

آيـد كـه    هـاي مجـزا هنگـامي بـه دسـت مـي       ، بيشترين تعداد درختان فراگير با يـال nkدر گراف  
nهاي فراگير انتخاب شده، همگي مسيرهاي ساده به طول  درخت   باشند.  −1

n(nبرابر با  nkهاي گراف  تعداد كل يال 1)

2

nاست و هر مسير ساده به طـول   − nداراي  −1 1− 

nي  هاي مجـزا حـداكثر بـه انـدازه     با يال nيال خواهد بود بنابراين تعداد مسيرهاي ساده به طول 

2
 

nفرد باشد كه در اين صورت  nخواهد بود. ممكن است 

2

 
  

  گيريم.  را در نظر مي 

  هاي مجزا پيدا كرد: درخت فراگير با يال 2توان  مي 4kبراي مثال در گراف 
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n 4
2

2 2

  = =  
        ،  

  هاي مجزا پيدا كرد: درخت فراگير با يال 2توان  هم مي 5kدر گراف

n 5
2

2 2

   = =      
  ،  

21ها  نيز تعداد جواب 21kبراي گراف 
10

2

  =  
  است.   

         
    ح است. ) صحي1گزينه ( -104

) داراي دوري بـه طـول فـرد    G(مكمـل   Gيا  Gرأس يا بيشتر باشد آنگاه  5داراي  Gاگر گراف  
 Gو  Gرأس يـا بيشـتر،    5هـاي بـا    ضلعي) خواهند بود. به همين دليـل بـراي گـراف    5(مثلث يا 

رأس  5توانيد با رسم گرافي دلخواهي بـا   د. اين مطلب را ميتوانند هر دو باهم دو بخشي باشن نمي
  متوجه شويد.  

  داراي دوري به طول فرد خواهند شد.  Gيا  Gبينيد كه  را هرطور كه انتخاب كنيد مي Gهاي  يال
  تا است.   4حداكثر  Gهردو دوبخشي باشند، تعداد رئوس  Gو  Gبنابراين اگر 

در اين سوال تكرار شده است. با توجه به پاسـخي   92موضوع سوال علوم كامپيوتر سال  :توجهتوجهتوجهتوجه    �
  شوند.  هاي اين سوال رد مي ايم. ساير گزينه كه در آنجا داده

         
    ) صحيح است. 4گزينه ( -105

  ) اصلاً ترسيمي نيست زيرا تعداد فردها، فرد است. 1گزينه ( 
 5و  4شود زيرا گـراف دوبخشـي كـه دنبالـه درجـات آن فقـط از        هم به سرعت رد مي )3گزينه (

داشـته باشـد كـه در     5ي  رأس درجه 4و  4رأس درجه  5باشد يعني  4,5kتشكيل شده است بايد
  ) چنين نيست.  3گزينه (

 Yو  Xگـراف از دو بخـش   ) از برهان خلف استفاده كنيم. فرض كنـيم ايـن   2براي بررسي گزينه (
1vتشكيل شده باشد. فرض كنيم  X∈  .1باشدdeg v عضو داشته  6بايد حداقل  Yاست پس  =6

  باشد.  
2vاگر  Y∈  2باشد، از آنجا كهdeg v د كـه ايـن   عضو داشته باش 6هم بايد حداقل  Xاست،  =6

 Xهـم بايـد عضـوي از بخـش      2vتا است. در نتيجـه   11غيرممكن است زيرا تعداد كل رئوس، 
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ي رئوس بخش  است كه به همه 6ي  داراي دو رأس درجه Xباشد. تا اينجا متوجه شديم كه بخش 
Y  .متصل هستند  

داشته باشيم كه بـه هـر    4رأس درجه  6، بايد 2vو  1vبينيم كه در بين رئوس مخالف  در ادامه مي
) 2ي درجات گزينـه (  شود كه در دنباله ايجاد مي 3ها را انتخاب كنيم، يك رأس با درجه  شكلي آن

  تواند دوبخشي باشد.  ) نمي2وجود ندارد. پس گزينه (

  
  ات يك گراف دوبخشي به شكل زير باشد:ي درج تواند دنباله ) مي4گزينه (

  
         

    ) صحيح است. 2گزينه ( -106

1هرگاه رئوس مياني يك درخت داراي درجات   2 kd ,d ,...,d هاي آن درخـت   باشند، تعداد برگ
k

i
i 1

2 (d 2)

=
= + −∑ℓ  كننـد و رأس   ، هيچ برگي به درخت اضافه نمي 2است. بنابراين رئوس درجه

2كنـد. در ايـن مثـال داريـم:      ، يك برگ به درخت اضافه مي3جه در (3 2) 3= + − =ℓ    پـس ايـن

  برگ دارد.  3درخت 
بـرگ چنـد فـرم مختلـف خواهـد       3و  2رأسي درجـه   4، 3حالا ببينيم درختي با يك رأس درجه 

  داشت:  
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  ست.  درخت فوق يكريخت ا 4هر درخت ديگر با اين دنباله درجات، با يكي از 
         

    ) صحيح است. 4گزينه ( -107
اثبات يكريخت بودن دو گراف ساده نيست اما تشخيص يكريخت نبودن ساده است. كافيسـت دو   

هـا، دنبالـه درجـات، عـدد رنگـي، تعـداد        ها مانند تعداد رئوس، تعداد يال گراف در يكي از ويژگي
  ا مطمئن شويم كه يكريخت نيستند. ، ... تفاوت داشته باشند تkها، تعداد دورهاي به طول  مثلث

) هـيچ دوري بـه   4) است اما گزينه (3گراف داده شده در صورت سوال داراي مثلث (دور به طول 
  ندارد. بنابراين با آن يكريخت نيست.   3طول 

آميزي كرد. اما عدد  رنگ، رنگ 2توان با  است. آن را نمي 3: عدد رنگي گراف داده شده، روش دوم
  است.   2) برابر با 4زينه (رنگي گراف گ
         

    ) صحيح است. 2گزينه (  -108
ي اضلاع و قطرهايش در نظـر بگيريـد. ابتـدا     ضلعي منتظم با همه 6را به صورت يك  6kگراف  

  آميزي كنيم.   رنگ aي اضلاع (محيط) را با رنگ  همه
ايم. برخي از قطرها باهم تشـكيل يـك    زي كردهآمي رنگ bي قطرها را به رنگ  حالا فرض كنيد همه

كنيم. به  آميزي مي رنگ c، به رنگ bدهند كه در اين صورت يكي از آن قطرها را به جاي  مثلث مي
  رنگ به شرايط موردنظر برسيم.  3بينيد كه موفق شديم با  اين ترتيب مي

  
         

    ) صحيح است. 2گزينه (  -109
هـاي   توان گـراف  يال به يك درخت نمي 3ت زيرا با اضافه كردن ) به وضوح نادرست اس2گزينه ( 

5k  3,3ياk  5را ايجاد كرد. گرافk  5رأس و  5داراي 4
10

2

×
داراي  3,3kيال است، گـراف   =

3رأس و  6 3 9× nرأس و  nيال است، در حالي كه يك درخت داراي  =  3يال است و اگـر   −1
nرأس و  nيال هم به آن اضافه كنيم گرافي با    آيد.  يال به دست مي +2
  نيست پس مسطح خواهد بود.   3,3kيا  5kپس گراف ايجاد شده، قطعاً شامل 

)، حداكثر تعداد دورها و حداكثر تعداد مسيرها بين دو رأس، هنگـامي  3) و (1هاي ( در مورد گزينه
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يال به يك درخت، به گراف كامل برسيم. اگر بخواهيم گرافـي   3آيد كه با اضافه كردن  به دست مي
nرأس و  nبا  nيال يك گراف كامل باشد بايد  +2   باشد.   =4

  يال است.  6رأس و  4داراي  4kگراف 

  
 2) و بـين هـر   4دور بـه طـول    3و  3دور به طـول   3است. ( 6برابر با  4kتعداد دورها در گراف 

  ) صحيح هستند. 3) و (1هاي ( وجود دارد. پس گزينهمسير  4رأس آن 
  ) به وضوح برقرار است براي مثال اين حالت را در نظر بگيريد: 4گزينه (

  
هـم وجـود    3مسيرهاي به طول  Gاست اما در گراف  2طول بلندترين مسير، برابر با  Tدر درخت 

  دارد. 

         
    ) صحيح است. 1گزينه ( -110

 1گام از رأس  3ها) كه با  ها (گشت ي راه برابر است با تعداد همه 3Aدر ماتريس  (1,2)ي  درايه 
  رسند:  مي 2به رأس 

  
1x12 , 1a12 , 1u12

12b2 , 12v 2 , 12y2

1ab2 , 1uv2 , 1212

   

  با سه گام وجود دارد.  2به  1راه مختلف براي رسيدن از  9پس 
         

 ) صحيح است. 3گزينه ( -111

Gرأسي غيربرشي باشد آنگاه  Vالف) درست است. اگرحكم ( V− ي همبند دارد  فقط يك مولفه
رأسي برشي ماننـد شـكل زيـر باشـد      Vحداقل با يكي از رئوس آن همسايه بوده است. اگر  Vو
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G آنگاه V− ي همبند است كه  داراي دو يا چند مولفهV   هـا همسـايه    با رأسـي از هركـدام از آن
  بوده است:  

  
از دو دور ساده تشكيل شده باشد كه بـا رأس   Gحكم (ب) نادرست است. براي مثال فرض كنيد 

  اند.  متصل شدهبرشي به هم 
توان يافت كه در آن اين دو يـال   بناميم. هيچ مدار اويلري نمي fرا  (2,3)و يال  eرا  (1,2)يال 

  پشت سر هم قرار داشته باشند.  

  
  است.   12652341اف يكي از مدارهاي اويلري اين گر

دانيم كـه   حكم (پ) برقرار است. هر گراف دو بخشي همبند، شامل يك درخت فراگير است و مي

بـه شـكل    Yو  Xهـاي   اگر قرار باشد رئوس درخت را با دو رنگ از هم تفكيـك كنـيم، بخـش   

                  آميـزي درخـت    مشـخص شـوند. مـثلاً در رنـگ     منحصر به فردي

,1,3}واضح است كه رئوس آن به دو بخش به صورت 4,5,8,6   شوند.   افراز مي {2,7}و{9,
توان به چند حالت اين افراز را انجام داد. مثلاً گـراف   هاي دو بخشي ناهمبند، مي اما در مورد گراف

G  :را در نظر بگيريد  

  
آميزي كـرد. البتـه دو راه    رنگ، رنگ 2توان رئوس آن را فقط با  اين گراف دو بخشي است زيرا مي

  رنگ مختلف وجود دارد:  2براي افراز رئوس به 

1 1

2 2

X {a ,b} , Y {c,d}

X {a ,b ,d} , Y {c}

= =

= =
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ي همبندي مطابق شـكل   راي دو مولفهناهمبند باشد آنگاه حداقل دا Gحكم (ت) واضح است. اگر 
  است.  

Aاگر فرض كنيم  {x , y}=  وB {a ,b ,c}=  آنگاهA  وB  افرازي از رئوسG  هستند و هيچ يالي
  وجود ندارد.  Bبه  Aاز 

  
همبند نباشـد. مـثلاً در گـراف زيـر همـه رئـوس        Gحكم (ث) نادرست است، ممكن است گراف 

  ي زوج دارند اما اين گراف اصلاً مدار اويلري ندارد زيرا همبند نيست.  جهدر

  
             
 ) صحيح است. 1گزينه ( -112

nها) براي  ها (خودريختي تعداد اتومورفيزم ,nK    2برابـر بـاn!n!   و بـرايn ,mK   كـه)n m≠ (
  است.   !n!mبرابر با 

2داريم  3,3Kپس براي  3! 3! 72× × !3داريم  3,5Kو براي  = 5! 720× =.  
    كنيد.  ها را از متن درس مطالعه توضيحات تكميلي در مورد تعداد خودريختي

             
 ) صحيح است. 3گزينه (  -113

  ): 1بررسي گزينه (
Aاگر  n=  وR ي ترتيب كلي باشد آنگاه براي هر  يك رابطهa A∈   داريـمa a≤   پـسn  زوج

a)مرتب به صورت  ,a) ركدام يك يال (طوق) در گراف داريم كه هG  كننـد. از طرفـي    ايجاد مـي
aبراي هر  b≠  يكي از روابطa b<  ياb a<    برقرار هستند پس به ازاي هر جفـت از عناصـرA 

  خواهيم داشت. Gدار در  دقيقاً يك يال جهت
2n n n

n
2 2

  +
= + = 
 

  ها  تعداد يال 

  ):2بررسي گزينه (
 Aمجموعه مرتب كلي خواهد بود. براي مثـال فـرض كنـيم     Bباشد آنگاه  Aيك زنجير در  Bاگر 

Bي رسم شده باشد.  نمودار هاسه {a ,c,d}= اي از  زيرمجموعهA   .است كه مرتب كلي است  
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  ) صحيح است.  2پس گزينه (

  ): 3بررسي گزينه (

mهرگاه  nn p q= ي  ها در نمودار هاسه باشد، تعداد يالnD   برابر بـاm n 2mn+ اسـت. پـس    +

3ي  نمودار هاسه 2n p q=  يال است.   17داراي  
  ) نادرست است.  3پس گزينه (

  ): 4ررسي گزينه (ب
هـاي بازتـابي، پادتقـارني، و تعـدي را      ترتيب جزيي هستند و ويژگي 2Rو  1Rاز آنجا كه روابط 

Aي  هم روي مجموعه Rي  دارند، رابطه B×  ويژگي را خواهد داشـت. بـراي مثـال فـرض      3اين
a)كنيم  ,b)  عضو دلخواهي ازA B×  باشد. پسa A∈  وb B∈   .است  

1aRبازتابي هستند پس  2Rو  1Rروابط  a  2وbR b  :در نتيجه  

(a ,b)R (a ,b)   
  شوند.  ها هم به همين روش ثابت مي بازتابي است. ساير ويژگي Rي  يعني رابطه

             
 ) صحيح است. 4گزينه ( -114

) نادرست است زيرا به شرط همبند بودن يا شرط فاقد دور بودن اشاره نكرده است. فـرم  1گزينه (
  حكم به اين شكل است:   صحيح اين

Vساده و همبند و  Gاگر  - E 1=  يك درخت است.   Gآنگاه  +

Vساده، فاقد دور و  Gاگر  - E 1=  يك درخت است.   Gآنگاه  +

بـه ايـن    8ارتفـاع   تـايي بـه   4) نادرست است، حداكثر تعداد رئوس مياني يـك درخـت   2گزينه (
  آيد:  صورت به دست مي

8
2 7 1 4

1 4 4 .... 4 21845
1 4

−
+ + + + = =

−
   

  كنيم كه:   است. يادآوري مي 84ها حداكثر  تعداد برگ
n

2 n 1 1 x
1 x x .... x (x 1)

1 x

− −
+ + + + = ≠

−
   

nرأس برابر با  n) نادرست است. تعداد كل مسيرها در درختي با 3گزينه (

2

 
 
 

  است.   
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10 10 9
45

2 2

  ×
= = 

 
   

  ) درست است.  4گزينه (
تـايي اسـت، از هـر رأس ميـاني      رأس مياني است و چون درخت كامل سـه  34اين درخت داراي 

3ها  شود. پس تعداد يال يال خارج مي 3دقيقاً  34 102×   . است =

             
 ) صحيح است. 2گزينه ( -115

2δي رئوس حداقل  ي همه ي (الف) درست است. اگر درجه گزاره گيـريم كـه    باشد، نتيجه مـي  ≤
تواند درخـت يـا جنگـل باشـد در نتيجـه       اين گراف داراي برگ (رأس درجه يك) نيست پس نمي

1δحتماً شامل دوري به طول حداقل  حتماً داراي دور است. در واقع چنين گرافي خواهد بـود.   +
1δطول اين دور بزرگتر مساوي    هم هست.  δتوان گفت بزرگتر مساوي  است پس مي +

فرض كنيم دو مسير  كنيم. ي (ب) هم صحيح است. براي اثبات آن از برهان خلف استفاده مي گزاره
در يك درخت وجود داشته باشـد كـه بزرگتـرين مسـيرهاي ممكـن باشـند ولـي رأس         ℓبه طول 

مشتركي نداشته باشند. از آنجا كه درخت همبند است حداقل يك رأس از مسير اول بـه يـك رأس   
در اين درخـت پيـدا    ℓيشتر از توان مسيري با طول ب از مسير دوم متصل است. در اين صورت مي

تـا   1vمتصـل باشـد مسـيري كـه از      2uبه  2vكرد كه تناقض است. براي مثال اگر مطابق شكل 

1u +ℓ  1ادامه دارد، مسيري به طول+ℓ   .است  

  
             
 ) صحيح است. 4گزينه ( -116

هسـتند فقـط در داخـل هـر پرانتـز،       (F)(CDE)(AB)ترتيب توپولوژيك داريم كه بـه شـكل    12
!2  كنيم:   هاي مختلف را لحاظ مي جايگشت 3! 1! 12× × =   
توان دو ترتيب توپولوژيـك هـم بـه ايـن      هم ندارند پس ميي ترتيبي با هيچ رابطه Cو  Bاز طرفي 

ACBDEF  شكل پيدا كرد:   , ACBEDF   
توان دو ترتيب توپولوژيك ديگر بـه ايـن    ي ترتيبي باهم ندارند پس مي هيچ رابطه Eو  Aهمچنين 

BEACDF  شكل پيدا كرد:   , BEADCF   
  ن نوشت.توا ترتيب توپولوژيك مي 16در مجموع 

هـا بـا    تواند براي گراف ها آن است كه مسئله مشابه مي علت مطرح كردن اين سؤال در فصل گراف
   اولويت رئوس مطرح شود.

             

abolfazl gilak @abolfazlgilak rahian arshad



 كنكور كارشناسي ارشد (رياضيات گسسته)  526

 

 ) صحيح است. 4گزينه ( -117

شويد كه ناچاريد براي هر رأس از يك رنگ متفاوت اسـتفاده   با توجه به شرط داده شده متوجه مي
رنگ مختلف نياز خواهيم داشت. (براي درك بهتر ايـن موضـوع سـعي كنيـد      10كنيد. بنابراين به 

بينيد كه شرط موردنظر، در يكي از رئوس نقـض   آميزي استفاده كنيد، مي رنگ براي رنگ 9فقط از 
  شود).   مي
             
 ) صحيح است. 1گزينه ( -118

  ش درخت باشند يك جنگل است. هاي مولفه داشته باشد همه مولفه 5گرافي كه 
eمولفه داريم  5در جنگلي با  n 5= nپس به ازاي  − eبايد  =100 باشـد. بنـابراين گزينـه     =95

  ) نادرست است.  2(
متـنظم رسـم كنـيم يـال      −3توانيم گرافي  شود. مطابق شكل مي ) با يك مثال نقض رد مي3گزينه (

  برشي داشته باشد.  

  
) هم به وضوح غلط است. اگر يـك يـال از درخـت را حـذف كنـيم، آن درخـت بـه دو        4گزينه (

eي همبند تبديل خواهد شد. در واقع براي يك درخت داريم  مولفه n 1= پس اگر يـك يـال را    −
eت حذف كنيم خواهيم داش n 2=   ي همبند است.   مولفه 2كه اين رابطه مربوط به يك جنگل با  −

             
 ) صحيح است. 3گزينه (  -119

nگرافـي   Gرأس باشد آنگاه مكمل آن يعنـي   nمنتظم با  mگرافي  Gاگر  m 1−  nمنـتظم بـا    −

vرأس است. علت اين امر آن است كه هميشه  v
G G

deg deg n 1+ =   است.   −
رأس. هـر   9منتظم با  −2هاي  رأس برابر است با تعداد گراف 9متنظم با  6هاي  پس تعداد گراف

رأس  9منتظم با  2هاي  شود. پس همه گراف يك يا چند دور ساده تشكيل ميمنتظم از  2گراف 
  ها هستند:   اين

9 6 3 5 4 3 3 3C , C C , C C , C C C+ + + +   

  رأس وجود دارد.  9منتظم با  6گراف  4رأس وجود دارد. در نتيجه  9منتظم با  2گراف  4پس 
توانيم يك گراف دو بخشي رسم كنـيم كـه هـر بخـش آن      ) غلط است زيرا به سادگي مي2گزينه (
  باشد. رسم اين گراف ساده است.   4ي رئوس،  ي همه رأس باشد و درجه 5شامل 

گيريـد كـه از دو   در نظـر ب  Gتوان مثال نقض پيدا كرد. كافيسـت گرافـي ماننـد     ) مي4براي گزينه (
  تشكيل شده باشد.   5Kو  5Kي  مولفه

هاي همبند آن  ) درست است. اگر اين گراف بخواهد ناهمبند باشد، از هر كدام از مولفه3اما گزينه (
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 5ه بايـد حـداقل   است پس در هر مولف ـ 4ي اين رئوس برابر با  يك رأس را در نظر بگيريد. درجه
  رأس بيشتر نداريم.  9رأس وجود داشته باشد اما اين غيرممكن است زيرا 

             
 ) صحيح است. 3گزينه (  -120

  اسـت. 7منتظم است پس مجموع درجات ورودي و خروجي در هر رأس برابـر بـا   −7اين گراف 
a خروجي دارند.  1ورودي و  6دهد كه  شان ميتعداد رئوس را ن  
b خروجي دارند.  4ورودي و  3دهد كه  تعداد رئوسي را نشان مي  

6aي درجات ورودي  مجموع همه 3b+  و مجموع همه درجات خروجيa 4b+  :است در نتيجه  
b

6a 3b a 4b 5a b 5
a

+ = + ⇒ = ⇒ =    
             
 ) صحيح است. 4گزينه ( -121

kي رئوس ميان يك درخت،  اگر درجه 2 1d ,...,d ,d ي  هاي آن درخت از رابطـه  باشند، تعداد برگ
k

i
i 1

2 (d 2)

=
= + −∑ℓ 1آيد. پس اگر يكي از رئـوس ميـاني مـثلاً     به دست ميd باشـد تعـداد    =10

2ها حداقل  برگ (10 2) 10+ −   ) نادرست است.  1خواهد بود. گزينه ( =
ها مسطح هستند. هرچند اين مطلب واضح است اما براي  ي درخت ) نادرست است و همه2گزينه (

ها فاقد دور هستند پس زيرگرافي يكريخـت بـا    توان به اين نكته اشاره كرد كه درخت اثبات آن مي

5k  3,3ياk   .در درخت وجود ندارد پس هر درختي مسطح است  
دو تطابق كامـل   2Eو  1Eهر درخت حداكثر يك تطابق كامل دارد. علت اين امر آن است كه اگر 

1باشند آنگاه  2E E∪ نادرست و 3ها دوري ندارند. پس گزينه ( شامل دور خواهد بود اما درخت (
  ) درست است.  4گزينه (

             
 ) صحيح است. 3گزينه (  -122

رأس  3اولين رأس باشد. اين رأس با  1uانتخاب داريم. فرض كنيد  10براي انتخاب اولين رأس، 
را انتخاب كرده باشيم.  1Vانتخاب داريم. فرض كنيد  3رأس،  ديگر مجاور است. پس براي دومين

1V  1ها همان  رأس مجاور است اما يكي از آن 3باu     ،انتخـاب   2است. پـس بـراي سـومين رأس
انتخاب داريم فـرض كنيـد    2تخاب كرده باشيم. در آخرين حركت هم را ان 2uداريم. فرض كنيد 

2V  .انتخاب ما باشد  
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10ي ضرب داريم:  تا اينجا با استفاده از قاعده 3 2 2 120× × × =   
از انتهـا بـه   شود يك بار از ابتدا به انتها و يك بار هم  اكنون دقت كنيد كه هر مسير دوبار شمرده مي

  تقسيم كنيم:  2ابتدا پس جواب را بايد بر 
120

60
2
=   

             
    ) صحيح است. 1گزينه (  -123

ناميده است اما اگر به شكل  2,3,2kبخشي   درست است كه طراح سوال، اين گراف را گراف سه 
را هم به  7و  6است. اگر رئوس  3,4kگراف دو بخشيتوجه كنيم، گراف داده شده در واقع همان 
  شويد: سمت چپ بياوريد، متوجه اين مطلب مي

  حالا پاسخ دادن به سوال، بسيار ساده است.  

  
nگراف  ,mk  كه در آنn mو  ≤3 مسـطح نيسـت. ايـن     3,4kطح نيسـت. پـس   باشد، مس ≤3

  ي فرد است.   گراف مدار اويلري ندارد زيرا داراي رئوس با درجه
رأس اسـت. گـراف    2ي فـرد آن، بـيش از    اين گراف گذر اويلري ندارد زيرا تعداد رئوس با درجه

1n mk  فقط در صورتي هميلتوني است كهn m=  3,4باشد. پسk    هميلتوني نيست. البتـه مسـير
پـذير اسـت    رنـگ  2بخشي،  2مسيري هميلتوني است. هرگراف  7 5 6 4 2 3 1هميلتوني دارد مثلاً 

را  5 , 4 , 3و رئوس  را با يك رنگ 7 , 6 , 2 , 1پذير است. كافيست رئوس  رنگ 2هم  3,4kپس 
  آميزي كنيد.   با رنگ ديگري رنگ

         
    ) صحيح است. 3گزينه (  -124

1حكم (الف) درست است. بـراي آن كـه     2M M∪        دو بخشـي باشـد، بايـد نشـان دهـيم كـه در

1 2M M∪ شـود. بـراي مثـال فـرض      هيچ دور به طول فردي وجود ندارد. اين به سادگي ثابت مي
1كنيم  2M M∪  مطابق شكل داشته باشد:   5يك دور به طول  

  
هـايش   تطابق است پس يـال  1Mباشند.  2Mيا عضو  1Mهاي اين دور بايد عضو  هركدام از يال
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1Mتوانـد   مي 1Mترك داشته باشند مثلاً نبايد رأس مش {ab,cd}=   .2باشـدM     هـم يـك تطـابق
2Mتواند  است و مثلاً مي {bc,de}=  باشد. در اين صورت يالae  1نه عضوM   است و نه عضـو

2Mشـود كـه هـيچ دور بـه طـول فـردي در        رسيم. به همين روش معلوم مـي  . پس به تناقض مي

1 2M M∪  1وجود ندارد. پس 2M M∪  .دو بخشي است  

ــراف     ــال در گ ــراي مث ــودن آن بســيار واضــح اســت. ب حكــم (ب) نادرســت اســت. نادرســت ب

1Mم فرض كنـي    {ab,cd}=  2وM {bc}=   .1باشـدM  2وM   هـر دو

1Mهاي ماكسيمال هستند و  تطابق 2Mو  =2 1است پس نامسـاوي   =1 2
3

M M
2
ر برقـرا  ≥

  نيست.  

         
 ) صحيح است. 3گزينه (  -125

تــوان رســم كــرد. رئــوس ايــن گــراف را بــه ترتيــب  ي درجــات (الــف) را مــي گرافــي بــا دنبالــه

1 2 3 4(v , v , v , v   ناميم.  مي (

  
سـت كـه   رأسـي ا  1vتوانيم گراف را رسم كنيم. براي مثـال   طبق اطلاعات داده شده در (الف) مي

ورودي  3رسيم كه  مي 4vدهيم تا به  ورودي ندارد اما دو خروجي دارد. به همين ترتيب ادامه مي
  و يك خروجي دارد. 

  توان رسم كرد كه در شكل آمده است:  ) هم ميجي درجات ( گرافي با دنباله

  
3ترسيم نيست. فرض كنيد بخواهيم گرافي با رئـوس  اما دنباله درجات (ب) قابل  2 1v , v , v   رسـم

  كنيم كه مطابق با درجات داده شده در (ب) باشد. 

1v  2ي خروجي اسـت.   درجه 2ي ورودي و  درجه 2دارايv  2ي ورودي و  درجـه  2داراي 
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ي  درجـه  2ي ورودي و  درجـه  2هـم ناچـار اسـت داراي     3vي خروجي است. بنـابراين   درجه
  درجات (ب) قابل ترسيم نيست.   خروجي باشد. پس دنباله

             
 ) صحيح است. 2گزينه (  -126

است. بنابراين مجموع درجات برابر با  4ها  ي آن ي همه رأس است كه درجه 16داراي  Gگراف 
4 16 64× يـال   32ها برابر با نصف مجموع درجات است يعنـي ايـن گـراف     اد يالاست و تعد =

e)دارد.  32 , n 16)= =   
rدر هر گراف مسطح، طبق فرمول اويلر داريم  e n 2= − rپس تعداد نواحي ايـن گـراف    + 18= 

  است.  
ي نامتناهي مرزي دارند  ي نواحي اين گراف، چه نواحي متناهي و چه ناحيه مهطبق صورت سوال ه

اسـت. فـرض    4يـا   3ي هر ناحيه برابر بـا   يال تشكيل شده است. به عبارتي درجه 4يا  3كه از 
xباشد. به وضـوح   3تعداد نواحي درجه  yو  4تعداد نواحي درجه  xم كني y 18+ اسـت و   =

4xهاسـت يعنـي    ر تعداد يالبراب 2ي درجات نواحي،  در ضمن مجموع همه 3y 64+ . بـا حـل   =
xاين دستگاه خواهيم داشت  yو  =10 8=.  

    م داشت.  ضلعي خواهي 4ي  ناحيه 10ي سه ضلعي و  ناحيه 8پس 
             
 ) صحيح است. 3گزينه (  -127

 {a,b,c,d}كنيم تـا بخـش    تا انتخاب مي 4رأس گراف،  100ابتدا از بين 
 {x}رأس ديگـر يكـي را بـراي بخـش      96را تشكيل دهند سپس از بـين  

  كنيم: انتخاب مي
100

96
4

 
× 

 
   

             
 ) صحيح است. 1گزينه (  -128

  ) به وضوح غلط است براي مثال:1گزينه (

  
 G  وG .هر دو دوبخشي هستند  

  ) در متن درس مطرح شده است.2گزينه (
) هم واضح است زيرا 4رأس دارد. گزينه ( 2nاست پس  n,nKف دوبخشي منتظم به صورت گرا

Gدوبخشي باشد در آن طول به دور فرد وجود ندارد پس در  Gاگر  e−     هم دور بـه طـول فـرد
  د.وجود ندار
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 ) صحيح است. 3گزينه ( -129

d، تعـداد  dي  برگ دارد و به ازاي هر رأس مياني درجه 2هر درخت نابديهي حداقل  بـرگ   −2
  شود. برگ به درخت مي 3باعث اضافه شدن  5ي  شود. پس هر رأس درجه به آن اضافه مي

l 2 3(5 2) 11≥ + − =     
             
 ) صحيح است. 4گزينه (  -130

,1}هاي  را در نظر بگيريد. اين رأس با رأس {1,2,3}رأس  x, y}  2}و, x, y}  3}و, x, y}   مجـاور
  ي اين رأس برابر است با: باشند. بنابراين درجه {10,...,4,5}بايد عضو  yو  xاست كه 

7
3

2

 
× 
 

   

ها  ي رئوس ديگر هم به شكل مشابه همين درجه را دارند. تعداد كل رأس همه
10

3

 
 
 

  است. 

1(مجموع درجات) 

2
  ها تعداد يال =

7 103
3780

2 32

  
= =  
  

   

             
 ) صحيح است. 2گزينه (  -131

3δها  ي رأس كنيم. كمترين درجه مسئله را حل مي maxqفقط با توجه به  است بنابراين در هر  =
ها هنگـامي بـه دسـت     رأس داشته باشيم. بنابراين حداكثر تعداد يال 4ها حداقل بايد  كدام از مؤلفه

7ي  مؤلفه 3آيد كه  مي 4 4K ,K ,K .داشته باشيم  

max
7 4 4

q 33
2 2 2

     
= + + =     
     

    

             
 ) صحيح است. 1گزينه (  -132

هـاي   بـا رأس  2به وضوح اويلري نيست چون رأس درجه فرد دارد. بـراي مثـال رأس    Gگراف 
نسـبت   تا است. از طرفي چون دو عدد متـوالي هميشـه   9ي فرد مجاور است كه تعداد آنها  شماره

,19,...,2,3,4ي  به هم اولند پس مسير ساده   است.   Gيك مسير هميلتوني در  20
             
 ) صحيح است. 2( گزينه -133

nداراي  n,mKگراف  m+  رأس وnm    درخـت فراگيـر داراي    يـال اسـت. هـرn m 1+ يـال   −
nmاست. بنابراين بايد داشته باشيم:  3(n m 1)= + −   

nاگر  mباشد  =1 3m= آيد كه غيرممكن است زيرا  به دست ميm   است. ≤1
nاگر  2mباشد  =2 3m 3=   است كه غيرممكن است.   +
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(n,m)بينيم كه فقط دو حالت ممكن براي ايـن تسـاوي داريـم كـه      به همين ترتيب مي و  =(4,9)
(n,m)   تفاوتي ندارد. m,nKبا  n,mKهستند. دقت كنيد كه  =(5,6)

             
 ) صحيح است. 3گزينه ( -134

  اند، بنابراين: با يك رأس برشي به هم متصل شده 4Kدو گراف 
4 2 4 2 8(G) 4 4 2− −τ = × =    

             
 ) صحيح است. 1گزينه ( -135

(a) است پس  2ها دوبخشي هستند و عدد رنگي آنها  واضح است. درخت| V | | A | | B |= كـه   +
A  رئوس آبي وB    رئوس قرمز هستند. از آنجـا كـه| A | | B | n+ پـس حـداقل يكـي از آنهـا      =

nبزرگتر يا مساوي 

2
  است. 

(b) مياني به ازاي هر ورود يك خروج داريم اما در ابتـدا يـك خـروج     واضح است زيرا در رئوس
  داريم كه ورودي نداشته و در انتها يك ورود داريم كه خروجي ندارد.

  شد. ي گذر در اين سؤال استفاده مي بهتر بود از واژه
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